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10. Hamiltona cikli un kontūri

Ja grafa cikls (ķēde) satur visas tā virsotnes, tad šo ciklu (ķēdi) sauc par Hamiltona ciklu (ķēdi). Līdz šim nav atrasti pietiekamie un nepieciešamie nosacījumi tā eksistencei. Hamiltona cikla noteikšanu grafā var izdarīt ar pārlases procesu, taču daudzi grafu teorijas jautājumi ir viegli pierādāmi grafos ar Hamiltona ciklu. Grafs, kurš parādīts 10.1. zīmējumā satur vairākus Hamiltona ciklus, bet virsotņu virkne {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ir viens no tiem.
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Zīmējums 10.1. Grafs ar Hamiltona ciklu.

Attēlotais grafs ir grafa G=(V, E) zīm. 9.3. šķautņu grafs GL=(E, EL), kuru iegūst, ja katru grafa G šķautni e(E uzskata par virsotni grafā GL un divas grafa GL virsotnes savieno šķautne tad un tikai tad, ja atbilstošās šķautnes ei=[vi, vj] un ej=[vj, vk] ir incidentas vienai virsotnei vj. 

Katram Eilera grafam G tā šķautņu grafs GL satur gan Eilera, gan Hamiltona ciklus, jo arī grafam GL katras virsotnes pakāpe ir pāra skaitlis, tomēr ne katrs grafa GL Hamiltona cikls grafā G izveidos Eilera ciklu (zīm. 10.2.).
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Zīmējums 10.2. Grafa GL Hamiltona cikls, kuram grafā G neatbilst Eilera cikls.

Aplūkosim sekojošu kombinatorisku uzdevumu: vai šaha spēles zirdziņš var ar saviem gājieniem noklāt visus spēles lauciņus un atgriezties sākuma lauciņā? Var izveidot grafu, kura Hamiltona cikls parādīs virsotņu virkni ( lauciņu secību, kas ir uzdevuma atrisinājums. 

Katram šaha spēles lauciņam atbildīs grafa virsotne, bet divas virsotnes i un j būs incidentas vienai šķautnei [i, j]=[j, i] tad un tikai tad, ja atbilstošos lauciņus i un j vienu no otra zirdziņš var sasniegt ar vienu gājienu (zīm. 10.3.). Grafs satur 64 virsotnes, tādēļ to neattēlosim: parādīsim virsotnes 1 visas kaimiņu virostnes {2, 4, 10, 16, 38, 48, 50, 64}. Spēles lauciņu (virsotņu) numerācija atbilst zirdziņa gājieniem (Hamiltona ciklam).
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Zīmējums 10.3. Šaha spēles zirdziņa gājienu lauciņu secība.

Ja kontūrs (ceļš) satur visas grafa virsotnes, tad to sauc par Hamiltona kontūru (ceļu). Arī Hamiltona ceļa un kontūra atrašana orientētā grafā ir darbietilpīgs process.

Pierādīsim sekojošu teorēmu ar matemātiskās indukcijas palīdzību. 

Teorēma 4.

Patvaļīgi orientējot pilna grafa šķautnes, iegūs orientētu grafu, kurš satur Hamiltona ceļu.

Indukcijas bāze: divu virsotņu un triju virsotņu pilnajiem grafiem teorēmas apgalvojums ir patiess (zīm. 10.4.).
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Zīmējums 10.4. Pilno grafu Hamiltona ceļš.

Indukcijas solis: pieņemsim, ka apgalvojums ir patiess k virsotņu pilnajam grafam un pierādīsim, ka tas ir patiess arī k+1 virsotņu pilnajam grafam.

Pieņemsim, ka Hamiltona ceļu veido virsotnes {1, 2, 3, ..., k-1, k}, ja šķautnei [1, k+1] ir loka (k+1, 1) orientācija, tad neatkarīgi no pārējo šķautņu orientācijas eksistē Hamiltona ceļš k+1 virsotņu pilnajā grafā. Tādēļ pieņemsim, ka šķautnei [1, k+1] ir loka (1, k+1) orientācija. Ja šķautnei [2, k+1] ir loka (k+1, 2) orientācija, tad eksistē Hamiltona ceļš (1, k+1) (k+1, 2) ... . Tā to varam turpināt līdz virsotnei k-1 ieskaitot, bet tad neatkarīgi no šķautnes [k, k+1] orientācijas eksistē Hamiltona ceļš pilnā k+1 virsotņu grafā (zīm. 10.5.).
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Zīmējums 10.5. Hamiltona ceļa izveide pilnā orientētā grafā.

Indukcijas slēdziens: visiem pilnajiem grafiem, patvaļīgi orientējot šķautnes, iegūstam orientētu grafu ar Hamiltona ceļu.

Līdzīgi tam, kā neorientēta grafa gadījumā, varam veidot šķautņu grafu, orientētam grafam var veidot atbilstošo loku grafu, ko parāda sekojošais zīmējums.
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Zīmējums 10.6. Loku grafa izveidošana.

Ja grafam (zīm. 9.8.) atmet cilpas, tad var izveidot tā loku grafu GL. Grafs bez cilpām ir ar vienādām puspakāpēm, tātad Eilera grafs un līdz ar to tā loku grafs GL (zīm. 10.7.) satur Hamiltona kontūru, bet nav Eilera grafs, jo puspakāpes virsotnēm {2, 5, 7, 8} nav vienādas (d((2)=1(2=d+(2); d((8)=2(1=d+(8)).
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Zīmējums 10.7. Loku grafs GL.

10.1. Lietojumi

Aplūkosim sekojošu uzdevumu. Viens agregāts apstrādā 6 dažādus produktus (zīm. 10.7.). Bez agregāta regulēšanas pēc produkta 2.apstrādes var apstrādāt produktus 3. un 5., pēc produkta 3.apstrādes bez agregāta regulēšanas var apstrādāt produktus 4. un 8., utt. Var izveidot sekojošu matricu M, kuras rindiņu skaits ir vienāds ar skaitli max d+(v) ( kāda produkta ( virsotnes izejošo loku maksimālo skaitli, bet aiļu skaits atbilst produktu skaitam. 
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Agregāta regulēšana jāizdara, ja, piemēram, pēc produkta 2. apstrādes veiktu produkta 4.apstrādi, pēc produkta 3.apstrādes veiktu produkta 7.apstrādi utt. Vai iespējama tāda produktu apstrādes secība bez agregāta pārregulēšanas? Tātad jāatrod Hamiltona kontūrs atbilstošā grafā.

Ar matricas M palīdzību ilustrēsim Hamiltona kontūru (H.k.) atrašanu grafā G (zīm. 10.7.), izmantojot pārlasi sāksim ar virsotni 2. pa loku (2, 3) mēs nonākam virsotnē 3, bet loks (3, 4) mūs noved virsotnē 4. Loks (4, 3) nedod iespēju turpināt tālāk Hamiltona kontūra atrašanu, jo virsotne 3 ir jau sarakstā iekļauta, tādēļ atkāpjamies soli atpakaļ. Loks (4, 5) pieļauj tālāku Hamiltona kontūra meklēšanas procesu, tāpat loks (5, 7). Loks (7, 8) savirknē virsotnes skaitā n=6 (|V|=n) un ja eksistē loks (8, 2), tad esam atraduši vienu H.k. Ja mūsu uzdevums ir atrast visus grafa Hamiltona kontūrus, tad pārlases zarā atkāpjamies uz iepriekšējo virsotni (no virsotņu saraksta 2, 3, 4, 5, 7, 8 uz 2, 3, 4, 5, 7). Tā kā no virsotnes visi iespējamie tālākie ceļi jau pārskatīti, tad atkāpjamies uz iepriekšējo virsotni (sarakstu 2, 3, 4, 5) utt. Līdz nonākam virsotnē (sarakstā 2, 3) no kuras nonākam virsotnē (sarakstā 2, 3, 8), kas nedod iespēju turpināt Hamiltona kontūru atrašanu; atkāpjoties vēl vienu soli nonākam virsotnē (sarakstā 2). 

No virsotnes 2, ejot pa loku (2, 5) mēs varam turpināt Hamiltona kontūra meklēšanu un iegūstam otru Hamiltona kontūru (2, 5, 7, 4, 3, 8).

Pārlases koks parāda Hamiltona kontūra atrašanas gaitu, bet numuri virs virsotnēm uzrāda pārlases secību katrā koka zarā.
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Zīmējums 10.8. Pārlases koks.

Ja orientētā grafā G=(V, E) katram lokam e(E piekārtots pozitīvs skaitlis l(e)>0 ( svars, tad mūs interesē arī atrast tādu Hamiltona kontūru, kura loku svaru kopsumma būtu minimāla 
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, šeit ar H apzīmēts grafa G Hamiltona kontūrs, bet ar H ( visi grafa G Hamiltona kontūri. Šādu uzdevumu sauc par klejojošā tirgotāja (komivojažiera) uzdevumu. Tā atrisināšanai tāpat izmanto pārlasi, taču loku svari palīdz pārlasi ierobežot ar atzarojumu un robežu metodi [12]. Ir izstrādātas metodes minētā uzdevuma atrisināšanai, jo tas guvis plašus praktiskus lietojumus.
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