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11. Planāri un duāli grafi

11.1. Grafu sakarīgums

Aplūkosim neorientētus sakarīgus grafus (ar vienu sakarīguma komponenti). Līdzīgi tam, kā nesakarīgi ir ar dažādu sakarības komponenšu skaitu, sakarīgus grafus raksturo dažāda virsotņu sasaistes pakāpe.

Grafu G sauksim par viensakarīgu, ja tas ir sakarīgs, bet atmetot vienu virsotni v līdz ar tai incidentām šķautnēm, rodas nesakarīgs grafs. Virsotni v sauksim par sasaistes virsotni. Kokam jebkura virsotne, kura nav nokarena, ir sasaistes virsotne.


[image: image39.wmf]
Zīmējums 11.1. Sakarīgs grafs ar sasaistes virsotni v.

Grafu G sauksim par divsakarīgu, ja tas nav viensakarīgs, bet atmetot divas virsotnes vi un vj un tām incidentās šķautnes, rodas nesakarīgs grafs. Arī virsotnes vi un vj sauksim par sasaistes virsotnēm. Tādas grafam var būt arī vairākas.
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Zīmējums 11.2. Divsakarīgs grafs.

Līdzīgi kā iepriekš, grafu G sauksim par trīssakarīgu, ja tas nav divsakarīgs, bet atmetot trīs virsotnes vi1, vi2 un vi3 un tām incidentās šķautnes, rodas nesakarīgs grafs.
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Zīmējums 11.3. Trīssakarīgs grafs.

Tāpat var definēt arī četrsakarīgu grafu.

Ja grafa virsotnēm atbilst punkti plaknē, bet šķautnēm ( līnijas plaknē un, uzzīmējot visas virsotnes un to savienojošās līnijas (šķautnes), jebkuras divas līnijas nekrustojas, tad šo grafu sauksim par plakanu. Tātad grafa zīmējums plaknē bez šķautņu krustošanās ir plakans grafs. Par planāru sauksim grafu, par kuru ir zināms tāda zīmējuma iespējamība. Matemātiķus interesēja problēma, kā atrast pietiekamos un nepieciešamos nosacījumus, kurus izpilda plakans grafs.

Pievērsīsimies jau agrāk apskatītajiem divu veidu grafiem: pilnam piecu virsotņu grafam K5 un pilnam divdaļu triju virsotņu grafam K3.3.
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Zīmējums 11.4. Pilnie grafi K5 un K3.3.

Ja grafiem K5 un K3.3 kādu šķautni (šķautnes) aizvietojam ar ķēdi, tad iegūstam tiem līdzīgus (homeomorfus) grafus (K(5), K(3.3)). 

Divdesmito gadu nogalē divi autori neatkarīgi viens no otra formulēja un pierādīja teorēmu par planāriem grafiem; šī teorēma tika nosaukta viņu vārdos. 

Kuratovska-Pontrjagina teorēma.

Grafs G ir planārs tad un tikai tad, ja tas nesatur kā daļgrafus ne K5, ne K3.3, nedz arī viņiem līdzīgus (homeomorfus) grafus.

Protams, grafam G var būt gan virsotnes, gan šķautnes, kuras nepieder grafiem K5 K(5) vai K3.3 (K(3.3)). Zīmējumā attēlotie grafi satur grafu K(5) un K(3.3).
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Zīmējums 11.5. Neplanārie grafi.

Grafi K(5) un K(3.3) ir trīssakarīgi, jo ķēdes nesatur kopējas virsotnes, izņemot {1, 2, 3, 4, 5} vai {1, 2, 3, a, b, c} (zīm. 11.5). 

Plakanam grafam var piekārtot citu plakanu grafu, kuru dēvē par tā duālo grafu. Aplūkosim piemēru zīm. 11.6. 
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Zīmējums 11.6. Planārais un duālais grafs.

Plakanais grafs G satur n=6 virostnes un m=12=3n-6=3(n-2) šķautnes, kuras ir maksimālā skaitā, jo pievienojot vēl vienu šķautni, grafs kļūst neplanārs.

Ciklu, kas ierobežo plaknes daļu, kura nesatur ne virsotnes ne šķautnes sauksim par robežciklu. Plaknes daļu, ko iekļauj robežcikls, sauc par skaldni: {A, B, C, D, F, H, M, L}, zīmējumā 11.6. skaldni M sauc par bezgalīgo skaldni , bet robežciklu {d, r, s} par ārējo robežciklu.

Duālajam grafam GD virsotnes ir plakanā grafa G skaldnes, bet divas virsotnes (skaldnes) ir incidentas vienai šķautnei, ja atbilstošie robežcikli satur kopēju šķautni.

Plakanam grafam skaldņu skaits f ir par 1 lielāks nekā tā ciklomatiskais skaitlis (m-n+1): f=m-n+2 jeb n-m+f=2. Šo sakarību starp virsotņu, skaldņu un šķautņu skaitu dēvē par Eilera formulu. 

Tā kā |ED|=|E|, tad plakana grafa un tā duālā grafa šķautnēm pastāv viennozīmīga atbilstība, tādēļ duāla grafa šķautnes var apzīmēt tāpat kā dotā plakanā grafa šķautnes. Duālais grafs satur f virsotnes: |VD|=f. Gan plakanam grafam, gan tā duālam grafam katra šķautne pieder diviem robežcikliem. Plakana grafa šķautnes, kuras veido koku, atbilstošās šķautnes duālā grafā veido hordu sistēmu un otrādi. Šķautnes, kuras plakanā grafā veido robežciklu, atbilstošās šķautnes duālajā grafā veido šķēlumu un otrādi. Līdz ar to plakana grafa lineāri neatkarīgie cikli 
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 ir duālā grafa lineāri neatkarīgie šķēlumi, t.i., QDF=
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, bet lineāri neatkarīgie šķēlumi 
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 ir duālā grafa lineāri neatkarīgie cikli BDf=
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. Tātad abiem grafiem arī koku skaits ir vienāds. 

Izveidosim grafam G attiecīgās matricas.
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Incidences matricas

Tādējādi plakana grafa incidences matrica atbilst duālā grafa robežciklu matricai un otrādi. 

Ja dots plakans grafs un līdz ar to arī lineāri neatkarīgo ciklu matrica Bf, tad svarīgi ir noteikt robežciklus no matricas Bf. Autors 70.gadu sākumā pierādīja šādu robežciklu īpašību. Aplūkojam matricas Bf vienu rindu un atmetam tās ailes, kurās aplūkojamajai rindai atbilst 1; tātad iegūstam jaunu matricu 
[image: image11.wmf]'

f

B

. 

Šajā matricā divas rindas iekļaujam vienā klasē, ja tām vienā un tajā pašā ailē atrodas 1. Ja minētā klase satur visas matricas 
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 rindas, tad atbilstošā rinda matricā Bf ir robežcikls, pretējā gadījumā ( vienkārši cikls. Kā piemēru ilustrēsim ar hordām t un h atbilstošām rindām matricā Bf.
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Hordai t visas matricas rindas Bf pieder vienai klasei, jo ailē b visas matricas rindas satur 1, hordai h iegūstam trīs dažādas klases {g, l, r, s}, {p}, {t}; tātad atbilstošais cikls nav robežcikls. Robežciklam t atbilst duālā grafa incidences matricas D rindiņa. Ja aplūkosim matricu Qf=BDf un koka šķautnes a un b (atbilst hordas duālajā grafā), tad a izveido robežciklu, jo vienā klasē ir {b, c, d, f}, bet b ( vienkārši ciklu, jo izveidojas trīs klases {a}, {c, d}, {f}.
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Ja aplūkojam grafu (zīm. 7.8.) un tā matricu Bf, tad pielietojot augstāk minēto metodi, atrodam, ka pirmām trijām hordām atbilst robežcikli, kuri visi satur vienu šķautni un līdz ar to šis grafs nav planārs. 
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Divu planāru grafu izomorfisma noteikšana nav algoritmiski sarežģīts uzdevums; to pierādīja 70.gadu vidū. 

Tagad aplūkosim plakanus grafus, kas satur Hamiltona ciklu. To, ka četrsakarīgs plakans grafs vienmēr satur Hamiltona ciklu pierādīja V.Tats 1956.gadā.

Grafs G un duālais grafs GD zīm. 11.6. abi satur Hamiltona ciklu, kuri plakni sadala divās daļās ( iekšējos robežciklos un ārējos robežciklos. Ja ar 
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 apzīmēsim ārējo robežciklu skaitu ar garumu i (šķautnes skaits ciklā), šo skaitli reizināsim ar robežcikla garumu i, samazinātu par 2 un summēsim pa visu robežciklu garumiem, tad iegūsim Hamiltona cikla garumu samazinātu arī par 2: 
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bet duālajam grafam 
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Visus ārējos robežciklus mēs varam iezīmēt Hamiltona cikla iekšpusē un tie arī kļūst par robežcikliem, tādēļ mūsu piemērā, ja ar 
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 apzīmēsim iekšējo robežciklu skaitu ar garumu i, ir spēkā sakarība, kuru atklāja un pierādīja Dr. E.Grinbergs 60.gados, kas ieguva plašu starptautisku atzinību grafu teorijas speciālistu vidū.
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Uzskatāmāk to parāda sekojošais piemērs.
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[image: image26.wmf]
Zīmējums 11.7. Ārējo un iekšējo robežciklu apmaiņa grafā.

Grinberga teorēma.

Ja trīssakarīgs plakans grafs G(|V|=n) satur Hamiltona ciklu, tad 
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]å
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 ir ārējo robežciklu skaits ar garumu i un 
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 ir iekšējo robežciklu skaits ar garumu i. 

Parādīsim pierādījumu ideju, kura ir ļoti vienkārša. Pieņemsim, piemēram, ka robežcikls ir ar garumu 8, tad vienā no summām tas ieiet kā saskaitāmais 1 ( (8-2). Pievienojot šķautni (zīmējumā ar raustītu līniju), robežcikls kļūst par ciklu, bet rodas divi jauni robežcikli 1 ( (4-2) un 1 ( (6-2), kuri summā dod (4-2)+(6-2)=2+4=8-2. Ja šķautņu pievienošanu sāk ar Hamiltona ciklu, tad iegūstam minētās sakarības.
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Zīmējums 11.8. Grinberga teorēmas pierādījuma idejas piemērs.

Zīmējumā redzami divi grafi, kas nesatur Hamiltona ciklu, bet kuri iegūti ar Grinberga konstrukcijas palīdzību 1968.g. Otro no viņiem izveidoja V.Tats jau 1960.gadā.
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Zīmējums 11.9. Plakani grafi bez Hamiltona cikla.
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