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12. Grafu krāsošana

Neorientētā grafā tradicionāli krāso gan virsotnes, gan šķautnes, t.i., piekārto virsotnēm vai šķautnēm veselus pozitīvus skaitļus. Planāriem grafiem arī to robežcikliem piekārto veselus skaitļus (krāso). Krāsošanas teorētiskie aspekti deva lielu ieguldījumu šīs teorijas attīstībā. Ievērojamu vietu te ieņem arī tā saucamā četru krāsu problēma. 

12.1. Grafa virsotņu un šķautņu krāsošana

Aplūkosim sakarīgu neorientētu grafu G=(V, E). Ja grafa jebkurām divām kaimiņvirsotnēm vi un vj (e=[vi, vj], e(E) ir piekārtotas divas dažādas "krāsas" (skaitļi k1 un k2), tad teiksim, ka grafs ir pareizi izkrāsots. Minimālo krāsu skaitu, kas vajadzīgs, lai pareizi izkrāsotu grafu, sauc par grafa G hromatisko skaitli un apzīmē ar h1(G). Tukša grafa virsotnes var krāsot ar vienu krāsu. Pilnajam grafam Kn hromatiskais skaitlis ir vienāds ar tā virsotņu skaitu h1(Kn)=n.

Grafu var pareizi izkrāsot šādā veidā: izvēlas vienu virsotni un to krāso ar krāsu 1, nākamo virsotni krāsojam ar krāsu, kura atšķiras no visām tās kaimiņvirsotņu krāsām. 12.1. zīmējumā attēlotajam grafam hromatiskais skaitlis ir 4, attiecīgās krāsas ir atzīmētas blakus virsotņu numuriem. Mazāks par 4 hromatiskais skaitlis šeit nevar būt, jo virsotnes 2, 3, 9, 10 tāpat kā 4, 5, 8, 9 un 1, 2, 7, 8 izveido pilnu četrvirsotņu daļgrafu, šādus daļgrafus sauc par kliķēm. 
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Zīmējums 12.1. Pareizi izkrāsotas grafa virsotnes.
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 apzīmēsim virsotnes v maksimālo pakāpi (tai incidento šķautņu skaitu). 40.gadu sākumā R.Bruks pierādīja šādu sakarību starp grafa hromatisko skaitli un virsotnes maksimālo pakāpi. 

Bruksa teorēma. Grafa G hromatiskais skaitlis h1(G) nav lielāks par šī grafa virsotnes maksimālo pakāpi +1:

h1(G)(d0+1;

vienlīdzības zīme šeit ir divos gadījumos: 

1. ja grafs G ir pilns d0+1 virsotņu grafs,

2. ja grafs G ir nepāra garuma cikls (d0=2).

Šo gadījumu piemēri parādīti 12.2 zīmējumā.
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Zīmējumā 12.2. Nepāra garuma cikls un pilns grafs.

12.3. zīmējumā attēlots grafs, kura hromatiskais skaitlis h1(G)=d0 ir vienāds ar virsotnes maksimālo pakāpi, bet tā šķautnēm piekārtoti numuri, kuru secībā tās veido Eilera ciklu.
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Zīmējums 12.3. Eilera grafs.

Divas grafa šķautnes sauksim par kaimiņšķautnēm, ja tās ir incidentas vienai un tai pašai grafa virsotnei. Līdzīgi kā virsotnēm, arī grafa šķautnēm var piekārtot dažādas krāsas. Teiksim, ka šķautnes ir pareizi krāsotas, ja divām kaimiņšķautnēm ir atšķirīgas krāsas. Minimālo krāsu skaitu, ar kuru var pareizi nokrāsot visas grafa šķautnes, sauc par grafa hromatisko klasi un apzīmē ar h2(G). Tātad šķautņu krāsošanai tiek izmantots tas pats princips, kā krāsojot virsotnes.

Šķautņu pareiza krāsojuma piemēri parādīti 12.4. zīmējumā.
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Zīmējums 12.4. Pareizi krāsotas grafa šķautnes.

Četrdesmito gadu nogalē amerikāņu matemātiķis K.Šenons (C.E.Shannon) pierādīja grafa hromatiskās klases pirmo novērtējumu, bet sešdesmito gadu vidū, ukraiņu matemātiķis V.Vīzings (В.Г. Визинг) pierādīja Bruksa teorēmai līdzīgu novērtējumu, kas ir precīzāks par Šenona doto.

Vīzinga teorēma. Grafa G hromatiskā klase h2(G) nav lielāka par skaitli d0+1. Acīmredzot, vienmēr ir spēkā arī nevienādība h2(G)(d0. h2(G)(d0+1.

Grafa G šķautņu krāsošanu var aizstāt ar virsotņu krāsošanu tā šķautņu grafā GL. Grafs GL (zīm. 12.1.) ir grafa G (zīm. 12.3.) šķautņu grafs, kura šķautņu numerācija sakrīt ar grafa GL virsotņu numerāciju. Tātad grafa G hromātiskā klase ir četri (h2(G)=h1(GL)=4).

Matemātiķus interesē teorētiski vispārinājumi un šajā virzienā tas būtu jautājums par kopējo krāsu minimālo skaitu, lai: 

3. kaimiņvirsotnes būtu dažādās krāsās, 

4. kaimiņšķautnes būtu dažādās krāsās,

5. virsotne un tai incidentās šķautnes arī būtu dažādās krāsās. 

Sekojošie divi zīmējumi parāda minētos virsotņu un šķautņu krāsojumus. 
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Zīmējums 12.5. Šķautņu un virsotņu pareizi krāsojumi.
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Zīmējums 12.6. Šķautņu un virsotņu pareizi krāsojumi.

Kvadrātos norādīta virsotņu krāsa, apļos ( šķautņu krāsa, grafs G attēlots 10.1. un arī 12.1. zīmējumā.

Ja ar 
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 apzīmēsim grafa G papildgrafu, tad 12.6. zīm. 10 virsotņu grafam papildgrafs ir sekojošais (zīm. 12.7.), un tā hromatiskais skaitlis ir 3 (h1(
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)=3). Grafam 
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 eksistē Hamiltona cikls, taču zīmējumā mainīts tikai virsotņu izvietojums, nevis tā virsotņu numerācija.
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Zīmējums 12.7. Grafa G papildgrafs 
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kur n ir virsotņu skaits, bet apzīmējums 
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 nozīmē mazāko veselo skaitli, kurš nav mazāks par x (7(7(11, 10(12(30).

12.2. Planāru grafu virsotņu krāsojums piecās krāsās

Katrā planārā grafā eksistē virsotne v, kuras pakāpe d(v) nav lielāka par 5. Pierādīsim ar matemātiskās indukcijas metodi planāra grafa virsotņu krāsojumu  piecās krāsās.

Pieņemsim, ka visiem k virsotņu planāriem grafiem virsotnes var pareizi nokrāsot piecās krāsās. 

Pierādīsim, ka to var izdarīt arī k+1 virsotņu planāriem grafiem.

Ja k+1 virsotņu planārais grafs satur virsotni v ar pakāpi d(v)=2, d(v)=3 vai d(v)=4, tad atmetot virsotni v, šī grafa virsotnes ir pareizi nokrāsotas piecās krāsās, bet tad, pievienojot virsotni v, to var nokrāsot vienā no trijām atlikušajām krāsām (d(v)=2), vienā no divām (d(v)=3 vai vienā atlikušajā krāsā (d(v)=4), tātad piecās krāsās. 

Ja k+1 virsotņu planārais grafs satur virsotni v ar pakāpi d(v)=5 vienādu ar pieci, tad nākamais zīmējums parādīs pierādījuma veidu.
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Zīmējums 12.8. Piemērs, ja krāsas a, b, c un e ir atšķirīgas.

Atmetot k+1 virsotņu grafa 5.pakāpes virsotni, virsotnes b un d apvienojam vienā virsotnē un šī grafa visas virsotnes nokrāsojam 5 krāsās (b un d tad būs vienā krāsā). Tad arī k+1 virsotņu grafam visas virsotnes būs pareizi izkrāsotas 5 krāsās.

12.3. Četru krāsu problēma

Virsrakstā minēto problēmu, lietojot grafu teorijas objektus, var formulēt īsi: katra planāra grafa G hromatiskais skaitlis h1(G) nav lielāks par 4(h1(G)(4).

Šo problēmu var izklāstīt arī šādi. Uzskatīsim, ka katrai valstij ir viena galvaspilsēta ( virsotne. Divām kaimiņvalstīm (kopēja robežlīnija) atbilst divas kaimiņvirsotnes, tad, piemēram, Eiropas valstīm atbilstošais grafs ir planārs. Tās krāsojamas ar 4 krāsām tā, ka kaimiņvalstis ir izkrāsotas dažādās krāsās.

Četru krāsu problēmu planāriem grafiem savās lekcijās 1840.gadā pirmais pieminējis A.Mēbius (A.F.Möbius). 19.gadsimtā piecdesmitajos gados šo problēmu iztirzāja A. de Morgāns (A.de Morgan) ar savu skolnieku F.Gutri (F.Gutrie). A. de Morgāns izklāstīja to savā vēstulē V.Hamiltonam 1852.gadā. Pēc tam iesākās šīs problēmas aplamo "pierādījumu" laiks, kas tomēr deva daudzus nopietnus šīs problēmas ekvivalences pierādījumus. Tikai 1976.gadā ar datora palīdzību to galīgi atrisināja K.Apels (K.Appel) un V.Hakens (W.Haken) [14].

Vispirms ar piemēra palīdzību ilustrēsim problēmu, kas ir ekvivalenta četru krāsu problēmai, t.i., aplūkosim maksimāli planāra grafa ( triangulācijas (11.6.zīm.) duālo grafu (kubisko grafu 12.9. zīm.).

Visiem kubiskiem grafiem virsotnes ir pāra skaitā, bet šinī piemērā eksistē vēl Hamiltona cikls {A, B}, kura šķautnes var nokrāsot trijās krāsās {A, B, C}. un tad h2(G)=3.
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Zīmējums 12.9. Grafa G (zīm. 11.6.) duālais grafs GD.

Tātad arī triangulācijas atbilstošās šķautnes var nokrāsot trijās krāsās un tā, ka katra robežcikla (garums 3) šķautnes ir dažādās krāsās {A, B, C} (zīm. 12.10.):
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Zīmējums 12.10. Triangulācija.

Katra grafa G šķautne ir vienā no trijām krāsām, ar kuru palīdzību varam pareizi izkrāsot tā virsotnes četrās krāsās.

Ja šķautnei ar krāsu A viena incidentā virsotne ir krāsā 1, tad otra ir krāsā 2 un otrādi, ja viena incidentā virsotne ir krāsā 3, tad otra ir krāsā 4 un otrādi.

Ja šķautnei ar krāsu B viena incidentā virsotne ir krāsā 1, tad otra ir krāsā 3 un otrādi, ja viena incidentā virsotne ir krāsā 2, tad otra ir krāsā 4 un otrādi.

Ja šķautnei ar krāsu C viena incidentā virsotne ir ar krāsu 1, tad otra ir ar krāsu 4 un otrādi, ja viena incidentā virsotne ir ar krāsu 2, tad otra ir ar krāsu 3 un otrādi. Tātad 

A ( (1, 2) (3, 4)

B ( (1, 3) (2, 4)

C ( (1, 4) (2, 3), 

kur A, B, C ir šķautņu krāsas robežciklā ar garumu 3, bet, piemēram, (1, 2) (3, 4), šķautņes (krāsā A) incidento virsotņu krāsas.

Ja izvēlamies vienu virsotni triangulācijā un to nokrāsojam vienā no četrām krāsām, tad visas virsotnes triangulācijā var pareizi izkrāsot četrās krāsās (12.10.zīm.). Šo apgalvojumu pierāda ar augstākās algebras palīdzību, bet tagad pierādīsim pretējo apgalvojumu, kas ir daudz vienkāršāks. 

Ja kubiskā planārā grafā katrs robežcikls ir izkrāsots pareizi (t.i. kaimiņu robežcikli dažādās krāsās), bet tiem atbilstošās kaimiņvirsotnes duālajā grafā (triangulācijā) ( četrās krāsās, tad kubiska grafa šķautnes var pareizi izkrāsot trijās krāsās.

Katru no četrām krāsām apzīmējam ar 00, 01, 10, 11. Ja diviem robežcikliem ir kopēja šķautne e un tie nokrāsoti pareizi (atšķirīgi) vienā no krāsām 00, 01, 10, 11, tad šķautni e krāsojam krāsā saskaitot atbilstošās krāsu komponentes pēc moduļa 2. Piemēram 00 un 10 dod krāsu  (0 ( 0=0; 0 ( 1=1) 10, bet 01 un 10 dod krāsu 11.

Tā kā kaimiņu robežcikli nav vienādās krāsās, tad kubiska grafa šķautne nevar būt krāsā 00, bet tikai trijās pārējās krāsās. 
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Zīmējums 12.11. Četrās krāsās izkrāsoti kubiska grafa robežcikli.

Ar E.Grinberga teorēmas un konstrukcijas palīdzību (grāmatā neaplūkota) var izveidot veselu planāru grafu klasi (Grinberga grafus), kuri ir kubiski planāri grafi bez Hamiltona cikla. Līdz tam bija atrasti nedaudzi tādi grafi un domāja, ka tie ir izņēmumi, un ka to skaits ir neliels (11.9. zīm.).

Turpmāko pētījumu rezultātā tika izveidotas arī atšķirīgas (no Grinberga grafiem) planāru kubisku grafu klases bez Hamiltona cikliem. Taču nevienā no tām nebija četru krāsu problēmas pretpiemēru ( kubisku grafu G ar hromatisko klasi h2(G) vienādu ar 4. Atgādināsim, ka šajā laikā vēl nebija pierādīta četru krāsu problēma. 

Tagad pievērsīsimies šīs problēmas pierādījuma idejas vienkāršotam izklāstam, to ilustrējot ar piemēriem.
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Pieņemsim, ka planāra triangulācija satur vienu 4.pakāpes virsotni (12.12.zīm.). Zīmējumā 12.12. apļos norādītas virsotņu krāsas, bet simboli                              norāda attiecīgās četras virsotnes. 
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Zīmējums 12.12.
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[image: image30.wmf]Tad ir divas iespējas: vai nu eksistē divu krāsu (1 - 3) ķēde starp divām 4.pakāpes kaimiņvirsotnēm (12.12., zīm. 1.,      un       ), vai tāda ķēde neeksistē (12.12.zīm.2).

Ja tāda ķēde (1 ( 3) eksistē (12.12.zīm.1.), tad ķēdes iekšpusē varam daļgrafu, kura virsotnes ir nokrāsotas divās atlikušajās krāsās (2, 4), pārkrāsot, nokrāsojot 4.pakāpes virsotni krāsā 2.

[image: image31.wmf][image: image32.wmf]Ja ķēde krāsā 1 ( 3 neeksistē, tad virsotne (    ) ar krāsu 1 netiks pārkrāsota, bet daļgrafa virsotnes, kas krāsotas šajās krāsās un satur 4.pakāpes virsotnes kaimiņvirsotni (      ) krāsā 3, iespējams pārkrāsot krāsās 1, (12.12 zīm.2.), līdz ar to 4.pakāpes virsotni nokrāsot krāsā 3.
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Zīmējums 12.13. Divkrāsu ķēžu pārkrāsošana.

Aplūkosim vēl vienu piemēru, kurā eksistē cikls ar garumu 6 un virsotnēm pirmais skaitlis norāda virsotnes numuru, bet otrais ( krāsu. Ciklā atrodas četras piektās pakāpes virsotnes. 
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Zīmējums 12.14. Konfigurācija.

Ja eksistē B(C) ķēde, tad neatkarīgi no ķēdes A var pārkrāsot virsotni 3 krāsā 3 un sekojošais zīmējums (12.15.) parāda krāsojumu ar 4 krāsām. 


[image: image24.wmf]1

3

2

2

1

2

4

3

1

4

2


Zīmējums 12.15.

Ja ciklam ar garumu 6 eksistē tikai ķēde A (nav ne B, ne C tipa), tad sekojošais zīmējums parāda krāsojumu ar 4 krāsām. Virsotni 1 var pārkrāsot krāsā 3, bet virsotni 4 ( krāsā 4.
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Zīmējums 12.16.

Ja neeksistē ķēdes A, B un C, tad virsotni 2 var pārkrāsot krāsā 4.
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Zīmējums 12.17.

Ciklā, ko veido virsotnes 1, 2, 3, 4, 5, 6 izmantots tikai viens no visiem iespējamiem virsotņu krāsojumiem 4 krāsās.

Ja no triangulācijas izmetam piektās pakāpes virsotni ar tai incidentajām šķautnēm un to vietā pievienojam divas jaunas šķautnes, lai izveidotos atkal triangulācija un kaut viena jauna piektās pakāpes virsotne, tad šādu pārveidojumu sauksim par 5-transformāciju. Nākamajā zīmējumā (12.18.) izcelts viens cikls, kurš satur piektās pakāpes virsotni un parādīts viens variants no 5-transformācijām.
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Zīmējums 12.18. Konfigurācija.

Triangulācijā cikla iekšpusi (virsotnes un šķautnes), kurā ir kaut viena 5.pakāpes virsotne un pēc 5-transormācijas arī paliek vismaz viena 5.pakāpes virsotne, sauc par konfigurāciju. Virsotnes 1, 2, 3, 4, 5, 6 (zīm. 12.14.) un virsotnes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 (zīm. 12.18.) veido ciklu, kura iekšpuse ir konfigurācija. 

Zīmējumā 12.19. piecu un piecpadsmit virsotņu cikli neveido konfigurāciju. 
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Zīmējums 12.19. Cikli, kuri nav konfigurācijas.

50.gados H.Hēšs (H.Heesch) izteica hipotēzi, ka dažādo konfigurāciju skaits ir galīgs, bet vēlāk viņš pierādīja, ka to skaits ir tieši 1879. Neviens cikls, kurš ierobežo dažādās konfigurācijas, nav garāks par 14. 

Triangulācijā, kura satur konfigurāciju, virsotnes vienmēr izkrāsojamas 4 krāsās, jo satur par vienu 5.pakāpes virsotni mazāk nekā sākotnējā triangulācija. Ja konfigurācijā, atjaunojot 5.pakāpes virsotni un lietojot 2 krāsu ķēžu pārkrāsošanu, iespējams izkrāsot visas sākotnējās triangulācijas virsotnes 4 krāsās, tad konfigurāciju sauc par reducējamu. 

K. Apels un V. Hakens sastādīja programmu datoram un ar tās palīdzību pierādīja, ka visas 1879 konfigurācijas ir reducējamas. Līdz ar to četru krāsu problēma tika atrisināta.
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