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14. Divdaļu grafa minimālais pārklājums
Aplūkosim kopu A={a1, a2, ..., an} (|A|=n) ar n elementiem un šīs kopas daļkopas 
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 ir vienāds ar kopu A un kaut viens daļkopas pāris satur kopīgus elementus, t.i., eksistē tādi i un j, ka 
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 atbilstošais kopas A elements pieder arī daļkopai 
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Aplūkosim piemēru: kopa A={a, b, c, d} satur četrus elementus un dotas piecas daļkopas A1={a, b}, A2={a, b,c}, A3={a, d}, A4={a, b, d} un A5={b, c}, sekojošais zīmējums attēlo atbilstošo divdaļu grafu G.
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Zīmējums 14.1. Kopas A pārklājuma atbilstošais divdaļu grafs. 

No šīm piecām daļkopām interesi rada tās daļkopas, kuru apvienojums minimālā skaitā ir visa kopa A, piemēram, 
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Zīmējums 14.2. Viens no minimālajiem pārklājumiem.

Šādus pārklājumus sauc par minimāliem.

Lai atrastu visus kopas minimālos pārklājumus, lietderīgi iepazīties ar Būla funkcijām (B.f.) un to galvenajām mums nepieciešamajām īpašībām. 

Aplūkosim skaitļu 0 un 1 kopu. Par Būla funkciju f (x1, x2, ..., xn) sauc funkciju, kuras argumentu vērtību kopa ir {0, 1} un arī funkcijas vērtību kopa ir {0, 1}.

Iepazīsimies ar divām mums svarīgām B.f.
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Funkcijas 
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) jeb loģisko saskaitīšanu (augšējie indeksi 2 un 3 norāda argumentu skaitu), bet funkcijas 
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) jeb loģisko reizināšanu. Trim mainīgajiem (n=3) šo operāciju rezultātu nosaka asociatīvais likums:
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Ar vienādības zīmi "=" savieno divus dažādus B.f. pierakstus izteiksmju veidā. Katrai daļkopai 
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Zīmējums 14.3. Būla mainīgā x3=1 atbilstošais divdaļu grafs.

Zīmējums 14.2. parāda vienu minimālo pārklājumu un tam atbildīs B.f. argumentu vērtības x2=x4=1, x1=x3=x5=0. Tagad uzrakstīsim tās argumentu vērtības un atbilstošo B.f., kuriem atbilst visu virsotņu 
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 tiek pārklāta (eksistē kaut viena tai incidentā šķautne) tad, ja kāda argumenta x1, x2, x3, x4 vērtība ir vienāda ar 1. Tad atbilstošā B.f. ir x1 Vx2 Vx3 Vx4, jo tās vērtība ir 1, ja kaut viena no argumentu x1, x2, x3, x4 vērtībām ir 1.

Līdzīgi pārējām virsotnēm 
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 atbilst attiecīgi funkcijas

x1 Vx2 Vx4 Vx5;  x2 Vx5;  x3 Vx4.
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) pārklājumam tad atbildīs katrai virsotnei atsevišķi izveidoto B.f. konjunkcijas (loģiskā reizinājuma) vērtība 1, t.i., 

f(x1, x2, x3, x4, x5)=( x1Vx2Vx3Vx4)
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Izmantosim Būla funkciju ekvivalento pārveidojumu īpašības uzskatot, ka divas B.f. ir ekvivalentas, ja vienādām to argumentu vērtībām šo funkciju vērtības sakrīt. Ja, kā A, tā arī B satur vairākus argumentus, bet nesatur konjunkcijas operāciju starp argumentiem un satur tikai disjunkcijas  operāciju, tad ir spēkā B.f. ekvivalence

A 
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 (A V B)=A.

Lietosim šo ekvivalenci pirmajai un ceturtajai iekavām, ja 

A=(x3Vx4) un B=(x1Vx2), tad 

(x3Vx4Vx1Vx2) 
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 (x3Vx4)=(AVB) 
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jo spēkā komutatīvais likums (AVB)=(BVA).

Līdzīgi varam pārveidot otro un trešo iekavu:

(x2Vx5Vx1Vx4) 
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 (x2Vx5)= (x2Vx5)

un atrast ekvivalento B.f.

f(x1, x2, x3, x4, x5)=( x3Vx4)
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( x2Vx5).

Mūs interesē noteikt tos argumentu komplektus, pie kuru vērtībām vienādām ar 1 arī funkcijas vērtība būtu vienāda ar 1. To sasniegsim, ja pārveidosim B.f. šādā  ekvivalentā B.f.

(x3Vx4) 
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Katrs no argumentu komplektiem x2=x3=1, x2=x4=1, x3=x5=1 un x4=x5=1 pārvērš funkciju f(x1, x2, x3, x4, x5) vienādu ar 1 un tātad dod minimālo pārklājumu divdaļu grafam.
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Zīmējums 14.4. Divdaļu grafa minimālie pārklājumi.

Minētie B.f. argumentu minimālie komplekti ir vienīgie (f(x1, x2, x3, x4, x5)=1) un līdz ar to iegūti visi divdaļu grafa minimālie pārklājumi. Piemērs arī ilustrē grafu teorijas un B.f. savstarpējo saistību diskrētās matemātikas ietvaros, neaplūkojot dziļāk B.f. īpašības.

Kopu 
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 (mainīgo xj) skaits minimālajos pārklājumos var būt dažāds, tikai aplūkotajā piemērā tas vienāds ar 2.
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14.1. Minimālā pārklājuma pielietojumi

Vispirms minēsim uzdevumus, kuru risināšanā lieto šo teoriju:

1. Televīzijas vai radio raidstacija novietojumu, lai pārklātu ar to raidījumiem noteiktu teritorijas daļu;

2. Armijas bāžu izvietojumu kādā teritorijā;

3. Tirdzniecības centru izvietojumu kādā teritorijā.

4. Pārstrādes uzņēmumu izvietojumu atkarībā no izejvielu atrašanās vietām.

Tagad aplūkosim dažus "mazos" šīs teorijas pielietojumus, izmantojot iepriekšējo piemēru, taču mainot tā interpretāciju. 

Pieņemsim, ka firmai vajadzīgi tulkotāji, kuri prot četras valodas {a, b, c, d}. Šim darbam ir pieteikušies pieci pretendenti {A1, A2, A3, A4, A5}, kuri zina dažādas valodas, piemēram, pretendents A3 zina valodas {a, d}, pretendents A5 ( {b, c} (zīm. 14.1.). Tad katrs minimālais pārklājums (zīm. 14.4.) dod šī uzdevuma atrisinājumu, bet papildnosacījumi ļauj parasti izvēlēties vislabāko no visiem minimālajiem pārklājumiem.

Līdzīgi tas būtu, ja organizētu avio vai autobusu maršrutus, kuri aptvertu četras pilsētas, bet pieļaujamais maršrutu skaits būtu pieci, piemēram, maršruts A2 aptvertu pilsētas {a, b, c}. 

Arī informātikā šim uzdevumam ir pielietojumi, piemēram, vajadzīgi četri masīvi {a, b, c, d}, kuri atrodas dažādās disketēs {A1, A2, A3, A4, A5}. Jāatrod tās disketes (minimālā skaitā), kuras saturētu visus četrus, mums nepieciešamos, masīvus. Gan masīvu skaits, gan arī diskešu skaits var būt ievērojami liels un vajadzīgo masīvu komplekti dinamiski mainās. Tad ir izdevīgi šo uzdevumu atrisināt ar datoru, izmantojot attiecīgu programmatūru.

Aplūkosim orientētu grafu (G=(V, E) (16.2.zīm.), kurš nesatur kontūrus, bet katrs loks e=(vi, vj) iziet no virsotnes ar mazāku numuru un ieiet virsotnē ar lielāku numuru (i<j, e(E, vi, vj(V).
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Zīmējums 14.5. Grafs bez kontūriem.

Ja pievienosim loku e10=(v6, v1), tad tādam grafam būs divi kontūri e4, e8, e10 (=
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), bet ja pievienosim loku (v1, v6), tad tādam grafam kontūri nebūs, jo tas neizmainīs virsotņu sākotnējo numerāciju un neeksistē arī loks (vj, vi) (j>i).

Katram orientētam grafam, kurš satur kontūrus, var izveidot atbilstošu neorientētu divdaļu grafu. Ilustrēsim to ar piemēru. Lokiem e3, e4, e7, e8, e10, kuri veido kontūrus, atbilst virsotnes 
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Zīmējums 14.6. Minimālais pārklājums.

Otrajam pārklājumam atbilst zīmējuma 14.5. virsotņu numerācija, bet pirmajam un ceturtajam pārklājumam atbildīs virsotņu numerācija, parādīta sekojošajā zīmējumā.
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Zīmējums 14.7. Minimāliem pārklājumiem atbilstošā virsotņu numerācija.

60.gadu vidū grāmatas autors kopā ar E.Grinbergu pierādīja, ka katrā orientētā grafā ar kontūriem, atmetot minimālo loku kopu, rodas grafs bez kontūriem, arī šos lokus pārorientējot, rodas grafs bez kontūriem. Šo rezultātu ieguva neatkarīgi arī ungāru matemātiķis A.Ādams (A.Ádám) 60.gadu vidū. Viņš 60.gadu sākumā izteica hipotēzi, ka katrā orientētā grafā ar kontūriem eksistē loks, kuru pārorientējot, rodas grafs ar mazāku kontūru skaitu nekā sākotnējais. Kā parāda grafs (18.4., 18.5. zīm.), tad šī hipotēze nav spēkā multigrafiem.
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