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Grafa diametrs, rādiuss un centrs


15. Grafa diametrs, rādiuss un centrs

Aplūkosim neorientētu sakarīgu grafu G=(V, E). Starp divām grafa virsotnēm vi un vj var būt vairākas dažāda garuma ķēdes ([vi, vj]. Par attālumu d[vi, vj] starp virsotnēm vi un vj sauc mazāko no skaitļiem (ij=([vi, vj]:
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Lielāko attālumu starp divām grafa G virsotnēm sauc par grafa diametru un apzīmē ar d(G):
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Piemēram, Pētersena grafam P d(P)=2, bet kokam ( d(T)=6.
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Zīmējums 15.1. Pētersena grafs P un koks (.

Pilnā grafa diametrs ir 1, bet grafam, kurš attēlots 10.1.zīmējumā, diametrs ir 2. 

Diametra jēdziens pastāv arī stingri sakarīgam orientētam grafam, ja katras ķēdes vietā aplūko ceļu. Tad par attālumu d(
[image: image4.wmf]j
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) starp divām orientēta grafa virsotnēm vi un vj sauksim minimālo loku skaitu ceļā ((vi, vj). Orientētā grafā, protams, attālumi ((vi, vj) un ((vj, vi) var nebūt vienādi. Līdzīgi kā iepriekš, lielāko attālumu 
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starp divām grafa G virsotnēm vi un vj sauc par tā diametru. 15.2.zīmējumā parādīti orientētais Pētersena grafs 
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 ar diametru 
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Zīmējums 15.2. Orientēti grafi.

Izskaitļosim sešu virsotņu grafam G (zīm. 15.2.) visus virsotņu attālumus:

	1.virsotne
	3.virsotne
	5.virsotne
	max d(vi, vj)=3

d(2, 3)=d(2, 5)=

=d(4, 1)=d(4, 6)=

=d(5,1)=d(6,3)=

=3

	{4, 6}(1

{2, 3, 5}(2
	{2, 5}(1

{1, 4, 6}(2
	{4, 6}(1

{2, 3}(2

{1}(3
	

	2.virsotne
	4.virsotne
	6.virsotne
	

	{1}(1

{4, 6}(2

{3, 5}(3
	{3}(1

{2, 5}(2

{1, 6}(3
	{2, 5}(1

{1, 4}(2

{3}(3
	


Tagad aplūkosim neorientēta un orientēta grafa rādiusu. Ar r[v] apzīmēsim fiksētas virsotnes v lielāko attālumu līdz pārējām grafu virsotnēm
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tad par grafa rādiusu sauc skaitli 
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. Kā piemēru izmantosim koku ( (zīm. 15.1.).

	r[a]=3
	d[a,1]=2

d[a,2]=3

d[a,3]=1

d[a,4]=2

d[a,5]=3
	r[b]=4

r[(]=3
	d[b,1]=3

d[b,2]=4

d[b,3]=2

d[b,4]=1

d[b,5]=2


Minimālā vērtība lielumiem r[v] ir virsotnei, kuru sauc par grafa centru. Piemēram, ( rādiuss ir r[(]=3, jo pārējām koka virsotnēm r[v] ir lielāks par 3. Ja kokā ( nokareno virsotni 2 atmestu ar tai incidento šķautni, tad tādam kokam būtu divi centri (a un b), taču rādiuss tāpat būtu 3. Pilnajā grafā diametrs un rādiuss ir vienāds ar 1=d[Kn]=r[Kn], jo katra virsotne ir centrs. Arī Pētersena grafam P diametrs un rādiuss ir vienādi d[P]=r[P]=2, un tāpat katra virsotne ir centrs.

Neorientētiem grafiem to rādiusu un diametru saista sakarība
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Kokam, iepriekšējā piemērā 
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, savukārt Pētersena grafam P 2=d[P]=r[P].

Ja, tāpat kā nosakot diametru, stingri sakarīgā orientētā grafā G ķēdes vietā aplūkosim ceļu, tad virsotnes v attālumu līdz pārējām grafa virsotnēm nosaka skaitlis 
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, bet grafa rādiuss tāpat ir skaitlis 
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 un virsotni v arī sauc par grafa centru. Atradīsim rādiusu un centrus abiem 15.2.zīm. grafiem.

	r(1)=2
	r(2)=3
	r(3)=2
	r(4)=3
	r(5)=3

	{4,6}(1

{2,3,5}(2
	{1}(1

{4,6}(2

{3,5}(3
	{2,5}(1

{1,4,6}(2
	{3}(1

{2,5}(2

{1,6}(3
	{4,} (1

{2,3}(2

{1}(3


r(6)=3  {2,5}(1  {1,4}(2  {3}(3  r(G)=2 centri ir virsotnes 1. un 3.

Ja 15.2.zīm. grafa virsotņu numerācija ir tāda pati kā 5.3.zīm. grafa virsotnēm, tad virsotņu v attālumi ir šādi r(1)=9, r(2)=8, r(3)=7, r(4)=6, r(5)=5

	r(6)=4
	r(7)=4
	r(8)=4
	r(9)=4
	r(10)=4

	{7}(1

{2,8}(2

{3,4,9}(3

{1,5,10}(4
	{2,8}(1

{3,4,9}(2

{1,5,10}(3

{6}(4
	{4,9}(1

{1,5,10}(2

{2,3,6}(3

{7}(4
	{1,10}(1

{2,3,6}(2

{4,7}(3

{5,8] (4
	{3,6}(1

{4,7}(2

{2,5,8}(3

{1,9}(4


Tātad grafa 
[image: image15.wmf]P
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 rādiuss ir 4 un tā centri ir virsotnes 6,7,8,9 un 10.

Orientētam grafam, kurā katram lokam piekārtots pozitīvs skaitlis (svars), nozīmīgus pielietojumus rod grafa centram analogs jēdziens ( līderis, ilustrēsim to ar sekojošu piemēru: grafs G satur sešas virsotnes un tā kaimiņmatrica ir I.
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Zīmējums 15.3. Orientēts grafs ( turnīrs.

Šo grafu var uzskatīt kā kāda turnīra rezultātu attēlojumu, ja katram lokam, piemēram, (5,6) atbilst divas uzvaras 5.dalībniekam pār 6.daībnieku, bet lokiem (1,6) un (6,1) ( katra dalībnieka (pirmā un sestā) uzvara. Protams, var arī uzskatīt loku (5, 6) kā uzvaru, bet pretēji vērstus lokus (1,6) un (6,1) ( kā neizšķirtu rezultātu.

Par katru uzvaru atbilstošam lokam piekārtojam svaru 1, otrajā gadījumā ( 2, bet par neizšķirtu ( 1. Tad grafa kaimiņmatrica ar loku svariem ir 
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Nepaskaidrojot detalizētāk, pieskaitīsim kaimiņmaricas I galvenās diagonāles elementam 1 un summēsim katras rindas elementus; tad iegūstam matricas
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Ailes matricas 
[image: image20.wmf]*

I
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 elementu lielumi norāda turnīra dalībnieku iegūto punktu skaitu. Piemēram, 2. un 3.dalībnieks dala 1. un 2.vietu, 5. ieņem 3.vietu, 6. ( ceturto, bet 1. un 4. dala 5. un 6.vietu.

Lai raksturotu katras uzvaras "svarīguma" pakāpi, reizinām matricu 
[image: image21.wmf]*
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 ar ailes matricu 
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 un iegūstam jaunu ailes matricu 
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Tagad otrais dalībnieks kļūst vienīgais pirmās vietas ieguvējs, jo viņš uzvarējis dalībniekus, kuri ieņem augstākas vietas. Trešais dalībnieks ieņem otro vietu, piektais ( trešo. Ceturtais dalībnieks apsteidz sesto dalībnieku, jo viņš ir uzvarējis pirmās vietas ieguvēju, bet neizšķirti nospēlējis ar trešās vietas ieguvēju, kaut arī viņa kopējo punktu summa ir mazāka par sesto dalībnieku.

Reizināsim vēlreiz matricu 
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 ar jauno ailes matricu 
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Arī šoreiz ailes matricas 
[image: image28.wmf]''
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 elementu lielums nosaka dalībnieku vietu sadalījumu:

(( dalībnieks 1.vietā, ((( ( 2.vietā, V ( 3.vietā, (V ( 4.vietā, 
V( ( 5.vietā un ( ( 6.vietā.

Kaut arī aiļu matricas elementu skaitliskā vērtība pieaug, taču katra elementa attiecība pret visu elementu kopsummu būtiski nemainās, kas parāda vietu secības nemainīgumu arī tālākiem matricas 
[image: image29.wmf]*

I

 un aiļu matricas reizinājumiem. To pierāda ar augstākās algebras palīdzību, ko šajā grāmatā neizklāstīsim.

Aprakstītā metode derīga arī kādas sociālās grupas līdera noteikšanai. Ja, veicot aptauju, puse aptaujāto uzskata, ka līderis, piemēram, ir gan viens, gan otrs, tad lokiem (2,6) un (6,2) svars ir 1. Ja vairāk kā puse aptaujāto uzskata, ka, piemēram, starp otro un piekto dalībnieku līderis ir otrais, tad lokam (2,5) svars ir 2, bet loka (5,2) grafā nav. Līdz ar to iegūstam matricu 
[image: image30.wmf]*

I

, kura parāda, ka līderis šajā sešu dalībnieku grupā ir otrais.
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