125
130
16.nodaļa

129
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16. Orientēti grafi bez kontūriem

Aplūkosim orientētu grafu G=(V, E), kas nesatur kontūrus. Tādam grafam eksistē vismaz viena virsotne v0 (v0(V), kurā neieiet neviens loks; to sauksim par avotu. 

Tāpat eksistē vismaz viena virsotne ietece vz(vz(V), no kuras neiziet neviens loks. Ja ar ( apzīmēsim attēlojumu, kas katrai virsotnei piekārto tai sekojošo virsotni, tad minētie nosacījumi ir sekojoši:
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Orientētiem grafiem bez kontūriem var sanumurēt virsotnes tā, ka katrs loks e=(vi, vj) iziet no virsotnes ar mazāku numuru un ieiet virsotnē ar lielāku numuru (i<j, e(E, vi, vj(V, |V|=n).

Virsotņu pārnumurēšanu var veikt sekojoši: atmetam virsotni v0 un tai incidentos lokus, iegūstam jaunu grafu bez kontūriem, bet ar jaunām virsotnēm ( avotiem, kurām piekārtojam mazākos skaitļus no kopas I={1,2,3..., n(2, |V\ {v0} \ {Vz}|=n(2} un tos izsvītrojam no kopas I. Tad atmetam jaunās virsotnes ( avotus un tām incidentos lokus, rodas grafs ar jauniem avotiem, kuriem piekārtojam mazākos skaitļus, no kopas I, pēc tam tos izsvītrojam no I utt. 

Aplūkosim orientētu grafu ar septiņām virsotnēm un šo virsotņu pārnumurēšanu. 
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Zīmējums 16.1. Grafa avotu izmešana.

Ar virsotņu pārnumurēšanu iegūstam grafa virsotņu virkni, kura būs noderīga tālāk.
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Zīmējums 16.2. Grafs ar pārnumurētām virsotnēm.

16.1. Vieglākais ceļš

Aplūkosim tagad tādus orientētus grafus bez kontūriem, kur katram lokam ej piekārtots svars lj(ej) (lj>0), un noteiksim ceļu no virsotnes v0 uz virsotni vz ar minimālo kopsvaru (svaru summu) 
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, kur L ir visi ceļi no virsotnes v0 uz virsotni vz, bet ceļš 
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 ir ar minimālo kopsvaru.

Uzskatīsim, ka grafa virsotnes ir sanumurētas kā iepriekš norādīts (vi, vj, i<j). Katrai virsotnei piekārtosim atzīmi (, virsotnei v0 atzīme nemainīsies un vienāda ar nulli ((v0)=0, pārējām virsotnēm sākumā atzīme visām vienāda ar formālu simbolu (, kas "lielāks" par visiem pozitīvajiem skaitļiem.

Virsotnei v1 piekārto atzīmi ((v1)= ((v0)+l(v0, v1)=0+l(v0, v1). Virsotnei 
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 piekārto atzīmi ( mazāko no sekojošiem skaitļiem: 
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kur ((vi1), ((vi2), ((vik) ir virsotņu vi1, vi2, ..., vik atzīmes, bet l(vi1, vi), l(vi2, vi) un l(vik, vi) ir loku (vi1, vi), (vi2, vi) un (vik, vi) svari. Ja virsotnei vz atzīme ((z) ir (, tad neeksistē ceļš no virsotnes v0 uz virsotni vz, ja tās atzīme ((vz)<(, tad no virsotnes v0 uz virsotni vz eksistē ceļš ar kopsvaru ((vz).

Aplūkosim piemēru 16.3.zīm. orientētu grafu ar loku svariem.
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Zīmējums 16.3. Grafs ar loku svariem.

Tabulā uzrādītas virsotnes un to atzīmes.

	v1
	(=1
	((vz)=min{((v14)+1;((v16)+1;((v17)+1}=min{42;42;48}=42

((v6)=min{((v4)+3;((v1)+15}=min{11;16}=11



	v2
	1
	

	v3
	1
	

	v4
	8
	

	v5
	23
	

	v6
	11
	

	v7
	23
	

	v8
	16
	

	v9
	19
	

	v10
	20
	

	v11
	25
	

	v12
	27
	

	v13
	30
	

	v14
	41
	

	v15
	31
	

	v16
	41
	

	v17
	47
	

	vz
	42
	


Tātad minimālais kopsvars ceļam no virsotnes v0 uz virsotni vz "vieglākajam" ceļam ir 42. Tagad atradīsim lokus, kuri veido šo ceļu: ja virsotņu vi un vj (j.i) atzīmju starpība 

((vj) ( ((vi)=l(vi, vj)

ir vienāda ar loka svaru, tad šis loks pieder vieglākajam ceļam, un to sākam pārbaudīt no virsotnes vz. 

((vz) ( ((v17)=42 ( 47=(5(1=l(v17, vz);

((vz) ( ((v16)=42 ( 41=1=l(v16, vz);

((vz) ( ((v14)=42 ( 41=1=l(v14, vz).

Loki (v16, vz) un (v14, vz) pieder vieglākajam ceļam, bet loks (v17, va) ( nepieder. Tāpat kā no virsotnes vz, tā tagad no virsotnēm v14 un v16 nosakām lokus, kuri pieder vieglākajam ceļam.

((v16) ( ((v13)=41 ( 30=11=l(v13, v16);

((v14) ( ((v11)=41 ( 25=16=l(v11, v14);

((v13) ( ((v10)=30 ( 20=10=l(v10, v13);

((v11) ( ((v9)=25 ( 19=6=l(v9, v11).

Esam nonākuši līdz virsotnēm v9 un v10, kuras pieder vieglākajiem ceļiem.

((v10) ( ((v8)=20 ( 16=4=l(v8, v10);

((v10) ( ((v5)=20 ( 23=(3(6=l(v5, v10);

((v9) ( ((v5)=19 ( 23=(4(8=l(v5, v9);

((v9) ( ((v8)=19 ( 16=3=l(v8, v9).

Vieglākajam ceļam pieder virsotne v8. 

((v8) ( ((v6)=16 ( 11=5=l(v6, v8);

((v6) ( ((v1)=11 ( 15=(4(l(v1, v6);

((v6) ( ((v4)=11 ( 8=3=l(v4, v6);

((v4) ( ((v3)=8 ( 1=7=l(v3, v4);

((v3) ( ((v0)=1 ( 0=1=l(v0, v3)

Tātad šinī piemērā ir divi vieglākie ceļi no virsotnes v0 uz virsotni vz. 
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Zīmējums 16.4. Grafa (16.3.) vieglākie ceļi.

Ja grafā eksistē kontūrs, tad virsotnes nav iespējams sanumurēt minētajā veidā. Tad, lai noteiktu vieglāko ceļu, virsotņu atzīmes samazina, līdz tās nav iespējams samazināt. Šo metodi 50.gadu vidū atklāja L.R.Fords (L.R.Ford).

16.2. Smagākais ceļš

Ceļu ar maksimālo kopsvaru ("smagāko" ceļu) var noteikt jebkuram orientētam grafam, kurš nesatur kontūrus. 

Sākumā pieņemam, ka visām virsotnēm atzīme ir vienāda ar nulli (=0.

Virsotnei v1 piekārto atzīmi 

((v1)= ((v0)+l(v0, v1)=l(v0, v1).

Virsotnei 
[image: image21.wmf]i

v

 piekārto atzīmi ( lielāko no uzrādītiem skaitļiem:

((
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v

)=max {((vi1)+l(vi1, vi); ((viz)+l(viz, vi); ...; ((vik)+l(vik, vi)}.

Tāpat kā iepriekš, noteiksim smagāko ceļu no virsotnes v0 līdz virsotnei vz. 

Ja virsotnei vz atzīme ir ((z)(0, tad eksistē ceļš no virsotnes v0 uz virsotni vz, pretējā gadījumā (((vz)=0) tas neeksistē.

Aplūkosim piemēru ( orientētu grafu ar aprakstīto virsotņu numerāciju un loku svariem, kas uzrādīti 16.5.zīm.
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Zīmējums 16.5. Grafs ar loku svariem.

Atradīsim virsotņu atzīmes.

	v0
	(=0
	((v3)=max {((v0)+l(v0, v3); ((v2)+l(v2, v3)}=

=max {7; 3+4=7}=7

((v4)=max {((v3)+l(v3, v4); ((v2)+l(v2, v4)}=

=max {9; 8}=9



	v1
	5
	

	v2
	3
	

	v3
	7
	

	v4
	9
	

	v5
	10
	

	v6
	14
	

	vz
	16
	


Maksimālā ceļa kopsvars no virsotnes v0 līdz virsotnei vz ir vienāds ar ((vz)=16. Līdzīgi kā vieglākā ceļa noteikšanā, arī tagad veidojam virsotņu atzīmju starpību: 

((vz) ( ((v6)=16 ( 14=2=l(v6, vz)

loks (v6, vz) pieder smagākajam ceļam, bet loks (v4, vz) tam nepieder, jo 

((vz) ( ((v4)=16 ( 9=7(1=l(v4, vz).
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Zīmējums 16.6. Divi grafa smagākie ceļi.

16.3. Optimālo ceļu lietojumi

Gan vieglākā, gan arī smagākā ceļa jēdziens orientētā grafā ir izmantojams tehnisku projektu analīzē. Kā piemēru smagāka ceļa lietojumam aplūkosim 16.5.zīmējuma grafu, kas parāda darbu secību un laiku kādas tehniskas ierīces vai detaļas izgatavošanai.

Smagākais ceļš šinī grafā parāda ierīces izgatavošanai nepieciešamo laiku, ja katra loka svars, piemēram, l(v5, v6)=4, norāda darba (v5, v6) izpildes laiku. Ja kāds darbs, kurš pieder smagākajam ceļam, aizkavējas par ∆ laika vienībām, tad arī kopējais darbs tiks nodots par ∆ laika vienībām vēlāk. Lai iegūtu pārskatu par darba izpildes gaitu ( finanšu, izejmateriālu, darba spēka u.c. resursu izmantošanu un noslogojumu, veido lineāro darbu diagrammu (zīm.16.7.)
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Zīmējums 16.7. Lineārā darbu diagramma.

Lineārā darbu diagrammā ar simboliem (un ∆ atzīmēti smagākie ceļi. No tās arī redzams, ka darbam (v4, vz) ir 6 laika vienību rezerve, tāpat darbam (v3, v4), bet darbam (vz, v4) ( 7 vienību rezerve.

Ja aplūkosim grafu 16.3.zīm., tad varam pieņemt, ka tas attēlo trīs dažādus projektus (zīm.16.8), kuru secību apraksta virsotņu virknes {1,6,8,10,13,16}, {2,5,9,11,14} un {3,4,7,12,15,17} līdz ar tām incidentajiem lokiem un to svariem.
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Zīmējums 16.8.

Izvērtējot šos dažādos projektus, varam noteikt papilddarbus (v4, v6), (v5, v10), (v8, v9) un (v11, v12), zīm.16.9., kuri pieļauj atšķirīgo projektu savietojamību un iegūt projektu ar īsāku realizācijas laiku (40<45). 
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Zīmējums 16.9.

Ja grafs raksturo kādu informācijas tīklu (zīm.16.3.) un to loku svari ir tieši proporcionāli informācijas pārraides kropļojumu daudzumam, tad svarīgi nodot informāciju no virsotnes v0 uz virsotni vz ar minimālo kopējo kropļojumu. Tad atbilstoši jāatrod vieglākie ceļi šinī grafā.
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