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Funkcijas grafos


17. Funkcijas grafos

Aplūkosim vienu funkciju, kura grafa virsotnēm piekārto veselus skaitļus, un otru, kura piekārto attiecīgus skaitļus grafa lokiem. 

17.1. Grandi funkcija

Ja dots neorientēts grafs G=(V, E) (|V|=n) un skaitļu kopa 
[image: image1.wmf]N

={0,1,2,...,n(1}, tad katrai virsotnei v(V piekārto skaitli g(v)( 
[image: image2.wmf]N

, ko definē šādi. Ja izvēlētas virsotnes v kaimiņvirsotnēm  vi1, vi2,..., vik (ne visām) ir piekārtoti skaitļi g(vi1), g(vi2),..., g(vik)(
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, tad g(v) ir mazākais skaitlis no kopas 
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\ {g(vi1), g(vi2), ..., g(vik)}.

Minēto skaitļu g(v) piekārtojumu grafa virsotnēm v sauc par Grandi funkciju. Tukšā grafa virsotnēm vi ir g(vi)=0, bet pilnā grafa Kn katrai virsotnei ir piekārtots no citiem atšķirīgs kopas 
[image: image5.wmf]N

 skaitlis.

Aplūkosim 10 virsotņu grafu no piemēra (12.1.zīm.). Virsotnes apzīmējuma augšējā stūrī ir virsotnes numurs, bet apakšējā stūrī Grandi funkcijas vērtība. Pirmajai virsotnei v1 piekārtojam skaitli g(v1)=0.
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Zīmējums 17.1. Grandi funkcija grafam.

Nākošais solis parāda, ka grafam var būt arī vairākas Grandi funkcijas.
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Zīmējums 17.2. Divas Grandi funkcijas grafam.

Tad vienai Grandi funkcijai maksimālā vērtība grafā 
[image: image8.wmf]4
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Zīmējums 17.3. Divas Grandi funkcijas grafam.

Ja grafa G Grandi funkcijas maksimālā vērtība ir g0, tad grafa virsotnes var pareizi izkrāsot ar g0+1 krāsām.

Orientētam grafam, kurš nesatur nepāra garuma kontūrus, eksistē Grandi funkcijas. Grafa 17.4. zīm. Grandi funkcijas vērtības norādītas apakšējā stūrī un g0=2. Grandi funkciju plaši lieto bezgalīgo grafu un spēļu teorijā.
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Zīmējums 17.4. Orientēta grafa Grandi funkcija.

17.2. Maksimālā plūsma

Aplūkosim funkciju, kuru definē orientētam grafam G=(V, E) šādi:

1. katram lokam e(E piekārto pozitīvu racionālu skaitli c(e)(0 ( tā caurlaides spēju,

2. eksistē viena virsotne v0 ( avots 
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Tad orientēto grafu G sauc par transporta tīklu un to apzīmēsim ar G(T).

Definēsim plūsmas funkciju ((e) transporta tīklā G(T) kā loku funkciju ar šādām īpašībām:

1. ((e)(0,

((e)(c(e),

2. visiem e(E 
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 ir virsotnē v ieejošo loku kopa un 
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Katrā virsotnē v ieejošo plūsmu kopsumma ir vienāda ar izejošo plūsmu kopsummu.


[image: image17.wmf]v

j

1

j

4

j

5

j

3

j

2

j

1

 + 

j

2

 +

j

3

=

j

4

+

j

5


Zīmējums 17.5. Virsotnē v ieejošās plūsmas (1, (2 un (3 un izejošās plūsmas (4 un (5. 

Mūs interesē plūsmas funkcijas maksimālā vērtība 
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Apzīmēsim ar A transporta tīkla G(T)=(V,E) virsotņu kopu A(V, kura satur virsotni vz (vz(A), bet nesatur virsotni v0 (v0
[image: image20.wmf]Î

A). Par šķēlumu transporta tīklā G(T) sauksim loku kopu 
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, kuri ieiet virsotņu kopā A. Šis jēdziens atšķiras no iepriekš aplūkotā šķēluma jēdziena orientētā grafā. Šķēlums iepriekšējā nozīmē satur arī lokus, kuri iziet no virsotņu kopas A. 
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Zīmējums 17.6. Šķēlums transporta tīklā 
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Tā kā plūsma ( katrā lokā e nepārsniedz tā caurlaides spēju ((e)(c(e), tad vienmēr ir spēkā sakarība 

((
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Tagad aplūkosim Forda (L.R.Ford)-Falkersona (D.R.Fulkerson) metodi maksimālās plūsmas atrašanai G(T). Tā tika izstrādāta 50.gadu vidū. Metode sastāv no divām daļām: pirmajā daļā virsotnēm piekārtojam iezīmes, otrā daļā palielinām plūsmas funkciju (, ja virsotne vz ir iezīmēta. Ja virsotne vz iezīmi neiegūst, tad ir iegūta maksimālā plūsma (z dotajā transporta tīklā G(T). 

Virsotnes iezīme ir pāris, kurā pirmais elements ir virsotne, no kuras aplūkojamā virsotne iegūst savu iezīmi, bet otrais elements norāda plūsmas palielinājumu (sākumā tā ir 0). 

Virsotņu iezīmēšanu veic divos veidos. Virsotnei v0 ir iezīme ((,
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Zīmējums 17.7. Pirmais virsotņu iezīmēšanas veids.

Otrais veids, kā iezīmēt virsotnes vj1, vj2, ..., vjl, kuras apmierina nosacījumu ((vjk, vi) > 0, ir sekojošs: izvēlas iezīmi

(
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Zīmējums 17.8. Otrais virsotņu iezīmēšanas veids.

Ja virsotnei vz ir iezīme (
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(vz)) un plūsma ((vi1, vz), tad jaunā plūsma lokā (vi1, vz) ir ((vi1, vz)+
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Tā turpinām līdz sasniedzam virsotni v0, tad plūsmas funkciju ( esam palielinājuši par lielumu 
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(vz). Visām virsotnēm iezīmes noņemam, izdzēšam, izņemot virsotni v0, un sākam virsotnēm piekārtot jaunas iezīmes. Ja virsotnei vz iezīmi nevaram piekārtot, tad arī plūsmas funkciju vairs nevar palielināt.

Iezīmes pāra pirmais lielums 
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 norāda ceļu no virsotnes vz uz virsotni v0 apgrieztā loku secībā. Otrais lielums ( norāda iespējamo plūsmas palielinājumu. Iesākam ar plūsmu (=0 visiem G(T) lokiem.

17.9.zīmējums parāda abus plūsmas palielināšanas gadījumus.
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Zīmējums 17.9. Abi plūsmas palielināšanas gadījumi.

Aplūkosim piemēru ( transporta tīklu G((), kura loku caurlaides spējas c norādītas pie atbilstošiem lokiem.
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Zīmējums 17.10. Transportīkls G(().

Atradīsim maksimālo plūsmas (z lielumu, ja tā sākotnējā vērtība ir 0, bet virsotnes 
[image: image63.wmf]0

v

iezīme ((, ((
[image: image64.wmf]0

v

)=( ir pastāvīga. 

No virsotnes 
[image: image65.wmf]0

v

 virsotne 
[image: image66.wmf]1

v

 iegūst iezīmi (
[image: image67.wmf]+

0

v

, 
[image: image68.wmf])

v

(

ε

1

) (((
[image: image69.wmf]0

v

,
[image: image70.wmf]1

v

)=5) un 
[image: image71.wmf])

v

(

ε

1

=min [
[image: image72.wmf])

v

(

0

ε

=(; 5(0]=5.

No virsotnes 
[image: image73.wmf]1

v

 virsotne 
[image: image74.wmf]4

v

 iegūst iezīmi (
[image: image75.wmf]+

1

v

,
[image: image76.wmf])

v

(

4

ε

) un 


[image: image77.wmf])

v

(

4

ε

=min [
[image: image78.wmf])

v

(

1

ε

=5; c(
[image: image79.wmf]1

v

,
[image: image80.wmf]4

v

)=5(0]=5.

No virsotnes 
[image: image81.wmf]4

v

 virsotne 
[image: image82.wmf]z

v

 iegūst iezīmi (
[image: image83.wmf]+

4

v

,
[image: image84.wmf])

v

(

z

ε

) un 


[image: image85.wmf])

v

(

z

ε

=min [
[image: image86.wmf])

v

(

4

ε

=5; c(
[image: image87.wmf]4

v

,
[image: image88.wmf]z

v

) ( ((
[image: image89.wmf]4

v

,
[image: image90.wmf]z

v

)=5]=5.

Tagad varam plūsmu ( šajā ceļā palielināt par 
[image: image91.wmf])

v

(

z

ε

=5.

(*(
[image: image92.wmf]4

v

,
[image: image93.wmf]z

v

)=((
[image: image94.wmf]4

v

,
[image: image95.wmf]z

v

) + 
[image: image96.wmf])

v

(

z

ε

=0+5=5,

(*(
[image: image97.wmf]1

v

,
[image: image98.wmf]4

v

)=((
[image: image99.wmf]1

v

,
[image: image100.wmf]4

v

) + 
[image: image101.wmf])

v

(

z

ε

=0+5=5,

(*(
[image: image102.wmf]0

v

,
[image: image103.wmf]1

v

)=((
[image: image104.wmf]0

v

,
[image: image105.wmf]1

v

) + 
[image: image106.wmf])

v

(

z

ε

=0+5=5.

Plūsmai (* zvaigznīti varam atmest un noņemt arī visas virsotņu 
[image: image107.wmf]1

v

, 
[image: image108.wmf]4

v

 un 
[image: image109.wmf]z

v

 iezīmes. Taču virsotni 
[image: image110.wmf]1

v

 no virsotnes 
[image: image111.wmf]0

v

 vairs iezīmēt nevarēs, jo ((
[image: image112.wmf]0

v

,
[image: image113.wmf]1

v

)=c(
[image: image114.wmf]0

v

,
[image: image115.wmf]1

v

), t.i., plūsma kļuvusi vienāda ar caurlaides spēju.

Līdzīgi iegūstam plūsmas palielinājumu (z.

	
[image: image116.wmf]2

v

 iezīme (
[image: image117.wmf]+

0

v

, 
[image: image118.wmf])

v

(

2

ε

=7)


[image: image119.wmf]5

v

 iezīme (
[image: image120.wmf]+

2

v

, 
[image: image121.wmf])

v

(

5

ε

=7)


[image: image122.wmf]z

v

 iezīme (
[image: image123.wmf]+

5

v

, 
[image: image124.wmf])

v

(

z

ε

=7)
	(*(
[image: image125.wmf]5

v

,
[image: image126.wmf]z

v

)=0+7

(*(
[image: image127.wmf]2

v

,
[image: image128.wmf]5

v

)=0+7

(*(
[image: image129.wmf]0

v

,
[image: image130.wmf]2

v

)=0+7

	
[image: image131.wmf])

v

(

z

ε

=min [
[image: image132.wmf])

v

(

5

ε

=7; 15(0]
	(*z=5+7=12

	
[image: image133.wmf]3

v

 iezīme (
[image: image134.wmf]+

0

v

, 
[image: image135.wmf])

v

(

3

ε

=8)


[image: image136.wmf]5

v

 iezīme (
[image: image137.wmf]+

3

v

, 
[image: image138.wmf])

v

(

5

ε

=5)
	(*(
[image: image139.wmf]5

v

,
[image: image140.wmf]z

v

)=7+5=12

(*(
[image: image141.wmf]3

v

,
[image: image142.wmf]5

v

)=0+5=5

	
[image: image143.wmf])

v

(

5

ε

=min [
[image: image144.wmf])

v

(

3

ε

=8; 5(0]
	(*(
[image: image145.wmf]0

v

,
[image: image146.wmf]3

v

)=0+5=5

	
[image: image147.wmf]z

v

 iezīme (
[image: image148.wmf]+

5

v

, 
[image: image149.wmf])

v

(

z

ε

=5)
	(*z=12+5=17

	
[image: image150.wmf])

v

(

z

ε

=min [
[image: image151.wmf])

v

(

5

ε

=5; 15(7=8]
	


Lai tālāk palielinātu plūsmu (z, vajadzēs pielietot otrā veida iezīmēšanu; to var veikt tikai sākot no virsotnes 


[image: image152.wmf]3

v

(( (
[image: image153.wmf]0

v

,
[image: image154.wmf]2

v

)=c(
[image: image155.wmf]0

v

,
[image: image156.wmf]2

v

)).

	
[image: image157.wmf]3

v

 iezīme (
[image: image158.wmf]+

0

v

, 
[image: image159.wmf])

v

(

3

ε

=3)


[image: image160.wmf])

v

(

3

ε

=min [
[image: image161.wmf])

v

(

0

ε

=(; 8(5=3]


[image: image162.wmf]4

v

 iezīme (
[image: image163.wmf]+

3

v

, 
[image: image164.wmf])

v

(

4

ε

=3)


[image: image165.wmf]1

v

 iezīme (
[image: image166.wmf]-

4

v

, 
[image: image167.wmf])

v

(

1

ε

=3)


[image: image168.wmf])

v

(

1

ε

=min [
[image: image169.wmf])

v

(

4

ε

=3; ( (
[image: image170.wmf]1

v

,
[image: image171.wmf]4

v

)=5]


[image: image172.wmf]5

v

 iezīme (
[image: image173.wmf]+

1

v

, 
[image: image174.wmf])

v

(

5

ε

=3)
	(*(
[image: image175.wmf]5

v

,
[image: image176.wmf]z

v

)=12+3=15

(*(
[image: image177.wmf]1

v

,
[image: image178.wmf]5

v

)=0+3=3

(*(
[image: image179.wmf]1

v

,
[image: image180.wmf]4

v

)=5(3=2

(*(
[image: image181.wmf]3

v

,
[image: image182.wmf]4

v

)=0+3=3

(*(
[image: image183.wmf]0

v

,
[image: image184.wmf]3

v

)=5+3=8

(*z=17+3=20

	
[image: image185.wmf])

v

(

5

ε

=min [
[image: image186.wmf])

v

(

1

ε

=3; c (
[image: image187.wmf]1

v

,
[image: image188.wmf]5

v

) (( (
[image: image189.wmf]1

v

,
[image: image190.wmf]5

v

)=3(0]

	
[image: image191.wmf]z

v

 iezīme (
[image: image192.wmf]+

5

v

, 
[image: image193.wmf])

v

(

z

ε

)
	

	
[image: image194.wmf])

v

(

z

ε

=min [
[image: image195.wmf])

v

(

5

ε

=3; c (
[image: image196.wmf]5

v

,
[image: image197.wmf]z

v

) (((
[image: image198.wmf]5

v

,
[image: image199.wmf]z

v

)=15(12=3.


Tātad maksimālā plūsma ir (z=20, līdz ar to attiecīgo šķēlumu lokos plūsma un caurlaides spēja ir vienādas.
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Zīmējums 17.11. Šķēlumi ar maksimālo plūsmu un minimālo caurlaides spēju.

Tā kā plūsma ( katrā lokā e nav lielāka par tā caurlaides spēju c (((e)(c(e)), tad seko Forda-Falkersona teorēma. 

Ja transporta tīklā G(T) eksistē šķēlums 
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Zīmējums 17.12. Šķēlums, kurš nenorāda maksimālo plūsmu.

17.3. Maksimālās plūsmas lietojumi 

Pieņemsim, ka trijās ostās (kravas punktos) 
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Zīmējums 17.13. Ostas un kuģu līnijas produktu pārvadājumiem.

Skaitļi apļos pie lokiem norāda līnijas maksimālo pārvadājamās kravas daudzumu. Mūs interesē organizēt pārvadājumus tā, lai maksimāli apmierinātu produkta pieprasījumu ostās 
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, kā arī lokus ar atbilstošām caurlaides spējām, izveidojas transporta tīkls G(T) (17.10.zīm.), kura maksimālā plūsma (z norāda pārvadājumus, kas vislielākā mērā apmierina pieprasījumu. 

Tagad aplūkosim divdaļu grafa sapārojumus un maksimālo plūsmu tam atbilstošajā transporta tīklā (17.14.zīm.)
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Zīmējums 17.14. Divdaļu grafs un atbilstošais transporta tīkls. 

Pieņemsim, ka no virsotnes 
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Maksimālo sapārojumu veido tie loki no virsotnēm 
[image: image278.wmf]1

V

 uz virsotnēm 
[image: image279.wmf]2

V

, kuros plūsma ir vienāda ar 1 (=1.

((
[image: image280.wmf]11

v

,
[image: image281.wmf]22

v

)=((
[image: image282.wmf]12

v

,
[image: image283.wmf]21

v

)=((
[image: image284.wmf]13

v

,
[image: image285.wmf]31

v

)=1, kas atbilst 13.2.zīm. attēlotajam maksimālajam sapārojumam {
[image: image286.wmf]1

e

, 
[image: image287.wmf]4

e

, 
[image: image288.wmf]6

e

}. 

Maksimālās plūsmas uzdevumam ir praktiski lietojumi, kuri sekmējuši tā matemātisko vispārinājumu attīstību. Šajā grāmatā tos neaplūkosim.

Plašākam ieskatam par maksimālās plūsmas noteikšanas algoritmu un tās lietojumiem atrodama grāmatā [12].
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