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Orientēts un neorientēts grafs


2. Orientēts un neorientēts grafs

Ņemot par pamatu diskrētās matemātikas jēdzienus: kopu Dekarta reizinājumu, bināru attieksmi vai attēlojumu var definēt orientētu grafu G.

Pieņemsim, ka kopa V={v1, v2, ..., vn} (
[image: image1.wmf]V

=n<() ir galīga, tad Dekarta reizinājums ir kopa D=VxV={v1v1, v1v2,..., v1vn, v2v1, v2v2,..., v2vn,..., vnvn}, bet katra šīs kopas daļkopa E(VxV un kopa V ir orientēts grafs G=(V,E). Kopas V (
[image: image2.wmf]V

=n) elementus sauksim par virsotnēm, bet kopas E (
[image: image3.wmf]E

=m) elementus ( par lokiem. Piebildīsim, ka loku ( Dekarta reizinājuma elementu, piemēram, v2v1 grafu teorijā apzīmēsim sekojoši (v2, v1) un teiksim, ka tas iziet no virsotnes v2 un ieiet virsotnē v1. Virsotnes vi vietā zīmējumā lietosim i.

Aplūkosim konkrētu piemēru ( orientētu grafu G=(V, E). Virsotņu kopa V={v1, v2, v3, v4, v5} (
[image: image4.wmf]V

=5) satur piecas numurētas virsotnes, bet kopa E-11 lokus (
[image: image5.wmf]E

=11) E={(v1, v1), (v1, v3), (v1, v4), (v2, v4), 
(v2, v5), (v3, v1), (v3, v4), (v4, v5), (v5, v1), (v5, v3), (v5, v5)}.

Lokus (v1, v1) un (v5, v5) sauksim par cilpām. Katram lokam arī var piekārtot numuru e1=(v1, v1), e2=(v1, v3), e3=(v1, v4), ..., e11=(v5, v5).

Grafus ar mazu virsotņu skaitu var pārskatāmi attēlot zīmējumā.
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Zīmējums 2.1. 
Orientēts grafs G.

2.1. Parciālgrafs, daļgrafs un papildgrafs

Par grafa G=(V, E) parciālgrafu sauksim grafu G*=(V, E*) (E*(E), kura virsotņu kopa vienāda ar grafa G virsotņu kopu, bet loku kopa ir daļa no loku kopas E, piemēram, E*=[ez, e3, e4, e8}.
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Zīmējums 2.2. 
Parciālgrafs G*.

Grafa G daļgrafs G`=(V`, E`) satur gan daļu no grafa G virsotnēm gan lokiem, tomēr katra loka 
[image: image8.wmf]E
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 virsotnes e=(vi, vj) pieder kopai V`( V. 
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Zīmējums 2.3. 
Daļgrafs G`=(V`, E`), V`={v1, v4, v5}, E`={e3, e8, e9, e11}.

Par grafa G` papildgrafu 
[image: image10.wmf])
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 sauksim grafu, kurš satur visas grafa G virsotnes, bet loku kopa satur tos grafa G lokus, kas nav grafa G` loki 
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Zīmējums 2.4. 
Grafa G` papildgrafs 
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Savukārt grafa G papildgrafs attēlots zīmējumā 2.5.
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Zīmējums 2.5. 
Grafa G papildgrafs 
[image: image15.wmf])
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 (zīm. 2.1.).

Grafam G atmetot cilpas e1 un e11 (jo tālāk mēs apskatīsim grafus bez cilpām) orientētu grafu var definēt ar bināru attieksmi ( katram virsotņu pārim vi, vj 
[image: image17.wmf]Î

V. Grafam G (zīm. 2.1.) binārā attieksme ( definēta sekojošiem virsotņu pāriem

v1(v3, v1(v4, v2(v4, v2(v5, v3(v1, v3(v4, v4(v5, v5(v1, v5(v3.

2.2. Virsotņu pakāpes un puspakāpes

Tāpat orientētu grafu G var definēt ar attēlojumu ( virsotņu kopā V, katrai virsotnei piekārtojot daļkopu (vi (. V).

(v1={v1, v3, v4}, (v2={v4, v5}, (v3={v1, v4}, (v4={v5}, (v5={v1, v3, v5}.

Virsotnes pozitīvo puspakāpi raksturo no virsotnes izejošo loku skaits:

d+(v1)=
[image: image18.wmf]1

v

G

=3, d+(v2)=2, d+(v3)=2, d+(v4)=1, d+(v5)=3.

Var definēt arī attēlojuma ( veselas pakāpes, piemēram,

(2(v1)=((((v1))=((v1)
[image: image19.wmf]U

((v3)
[image: image20.wmf]U

((v4)={v1, v3, v4, v5},

ja grafā nav cilpas, tad (2(v1)={v1, v4, v5}. Attēlojuma (-1 negatīvo pakāpi nosaka virsotnē ieejošie loki. 

(-1(v1)={v1, v3, v5}, (-1(v2)=( (tukša kopa)

(-1(v3)={v1, v5}, (-1(v4)={v1, v2, v3}, (-1(v5)={v2, v4, v5}.

Analogi, virsotnes negatīvā puspakāpe nosaka virsotnē ieejošo loku skaits. 

d((v1)=
[image: image21.wmf])

v

(

1
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G

=3, d((v2)=0, d((v3)=2, d((v4)=3, d((v5)=3.

Ja katram lokam un cilpai atmetam orientāciju, tad izveidojas atbilstošs neorientēts grafs. Katrs loks (vi, vj) kļūst par šķautni [vi, vj] un līdz ar to divu loku (vi, vj) un (vj, vi) vietā ir viena šķautne [vi, vj]=[vj, vi]. Apzīmējuma (vi, vi) vietā lieto [vi, vi].

Katru neorientētu grafu ar m numurētām šķautnēm var pārvērst dažādos 2m orientētos grafos, kuri atšķiras ar vismaz viena loka orientāciju. To viegli pierādīt ar matemātiskās indukcijas metodi. Apskatīsim piemēru ar diviem lokiem, kuriem pievieno trešo.


[image: image22.wmf]
Zīmējums 2.6. 
Orientēti grafi 2m (m=3).

Nākamie zīmējumi ilustrē neorientētu grafu G, tā vienu parciālgrafu G*, daļgrafu G' un papildgrafus 
[image: image23.wmf]G
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 un 
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, ja loku kopas E vietā ar tādu pašu apzīmējumu lieto šķautņu kopu.
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a) Neorientēts grafs G 
b) Parciālgrafs G*
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c) Daļgrafs G' 
d) Papildgrafs 
[image: image29.wmf]G

¢



[image: image30.wmf]1

2

5

3

4


e) Papildgrafs 
[image: image31.wmf]G


Zīmējums 2.7.

2.3. Grafu pieraksts datorā

Aplūkosim neorientētu grafu no zīm. 2.7.a atmetot cilpas ([1, 1], [5, 5]), tad grafa G virsotnēm ir sekojošas pakāpes d(v1)=3, d(v2)=2, d(v3)=3, d(v4)=4, d(v5)=4, d(vi) = d+(vi) + d((vi).

Grafu G datorā uzdod ar divu masīvu palīdzību. Pirmā masīvā pēc kārtas uzrāda katrai virsotnei vi ar šķautņu [vi, vj] palīdzību noteikto otrās virsotnes numuru vj, numuru augšanas secībā. Otrajā masīvā atrodas atbilstošo virsotņu pakāpes d(vi). Katra šķautne šajā sarakstā sastopama divas reizes, kas ļauj kontrolēt grafa ievada pareizību. 
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Veidojot atsevišķi izejošo loku sarakstu ar virsotņu pozitīvajām puspakāpēm un ieejošo loku sarakstu ar virsotņu negatīvajām puspakāpēm, var ievadīt un arī kontrolēt datorā orientētu grafu. 

Kā piemēru izmantosim orientētu grafu G (zīm. 2.1), atmetot tā cilpas.
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Katrs loks šajos sarakstos sastopams divas reizes.

Tālāk apskatīsim gan orientētus, gan neorientētus grafus bez cilpām.
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