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Grafu veidi. Kaimiņattiecība


3. Grafu veidi. Kaimiņattiecība

Aplūkosim tikai neorientētus grafus. Iepazīsimies ar dažām grafu klasēm. Tukša grafa G=(V, E) (V((, E=(, |E|=0) jēdziena nepieciešamība kļūst acīmredzama, aplūkojot operācijas ar grafiem. Tas ir grafs ar netukšu virsotņu kopu, bet tukšu šķautņu kopu.
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Zīmējums 3.1. Tukšie viena, divu un triju virsotņu grafi.

Ja eksistē šķautne [vi, vj] starp jebkurām divām atšķirīgām (i(j) grafa virsotnēm vi un vj, tad tādu grafu sauksim par pilno grafu. Ja grafam |V|=n ir n virsotnes, tad pilnajam grafam ir 
[image: image2.wmf]2

n

C

)

1

n

(

n

2

1

E

=

-

=

 šķautnes, tos apzīmē ar burtu K. 
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Zīmējums 3.1. Pilni divu, triju un piecvirsotņu grafi.

Grafu G sauksim par regulāru, ja visām tā virsotnēm ir vienādas pakāpes. Tātad gan tukšie, gan pilnie grafi ir regulāri. Liela nozīme četru krāsu problēmā ir kubiskiem grafiem, kuru ikvienas virsotnes pakāpe ir 3. Kā piemēru attēlosim Pētersena grafu ar 10 virsotnēm un 
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Zīmējums 3.3. Pētersena grafs d(vi)=3. i=1(10.

Ja grafu G=(V, E) (
[image: image6.wmf]b
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) virsotņu kopas nav tukšas (Va
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Vb=() un katrai šķautnei e=[vai, vbj] e(E viena virsotne vai pieder kopai Va, bet virsotne vbj otrai kopai Vb, tad to sauksim par divdaļu grafu.
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Zīmējums 3.4. Pilns (kubisks) divdaļu grafs K3,3

Eksistē atšķirīgas nostādnes orientēta pilna grafa definīcijai. Viena ( par pamatu izvēlas virsotņu kopas V Dekarta reizinājuma kopu VxV kā visu loku kopu E (to ilustrē grafs G (zīm. 2.1.) un tā papildgrafs 
[image: image9.wmf]G

 (zīm. 2.5.)) kur abi, apvienojot lokus, veido pilnu orientētu piecvirsotņu grafu. Otra ( par pamatu izvēlas neorientētu pilno grafu bez cilpām un tad katru šķautni orientē tikai vienā virzienā, nākamais zīmējums to ilustrē. Tātad varam iegūt 2m (
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Zīmējums 3.5. Pilns orientēts piecvirsotņu grafs.

3.1. Kaimiņattiecību matrica. Incidence

Orientētā grafā G=(V, E) katru loku e=(vi, vj) (šķautni e=[vi, vj]) (i(j, e(E) veido divas atšķirīgas virsotnes (vi, vj(V), tās mēs sauksim par kaimiņu virsotnēm. Loks e iziet no virsotnes vi un ieiet virsotnē vj, taču abos gadījumos teiksim, ka virsotne vi (vj) ir incidenta lokam e (šķautnei e). 

Gan orientētu, gan arī neorientētu grafu var raksturot ar kaimiņmatricu, kura satur |V|=n rindas un ailes (kolonas). Katrai rindai, tāpat arī ailei, atbilst tikai viena virsotne.

Rindu un aiļu secība ir vienāda. Orientētam grafam kaimiņmatricas I=||aij|| (i=1
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Neorientēta grafa gadījumā aij=1, ja virsotnes vi un vj ir kaimiņvirsotnes, t.i., tās abas ir incidentas šķautnei e=[vi, vj], pretējā gadījumā aij=0.

Uzrakstīsim zīm. 3.5. attēlotā pilnā orientētā grafa kaimiņmatricu I1. 

	I1=
	
	1
	2
	3
	4
	5
	

	
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	d+(1)

	
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	

	
	3
	1
	1
	0
	0
	1
	

	
	4
	0
	1
	1
	0
	0
	

	
	5
	1
	0
	0
	1
	0
	



d((1)

Neorientētam grafam kaimiņmatrica ir simetriska.

Aplūkosim kaimiņmatricu I2 neorientētam kubiskam grafam G=(V, E) (|V|=10, |E|=15).
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Zīmējums 3.6. Neorientēts grafs.

	I2=
	
	a
	f
	c
	b
	p
	l
	h
	d
	g
	e
	

	
	a
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	d pakāpe

	
	f
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	

	
	c
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	

	
	b
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	

	
	p
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	

	
	l
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	

	
	h
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	

	
	d
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	

	
	g
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	

	
	e
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	



d - pakāpe

3.2. Grafu izomorfisms

Daudzi grafu teorijas pētījumi noskaidro divu grafu identitāti ( izomorfismu. Mēs teiksim, ka divi grafi ir izomorfi, ja mainot viena grafa virsotņu secību (kaimiņmatricas rindu un atbilstošo aiļu numerāciju) abu grafu kaimiņmatricas kļūst vienādas.

Šo secības maiņas procesu (virsotņu permutācija) matricām izpilda ar īpašiem algoritmiem, kurus šeit neapskatīsim, bet tikai ilustrēsim ar piemēriem. 

Aplūkosim divus izomorfu grafu piemērus un ar tiem saistītās kaimiņmatricas.
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Zīmējums 3.7. Pilnais grafs K5.

Orientēta grafa gadījumā ne ikvieni divi pilni grafi ar vienādu virsotņu skaitu ir izomorfi, jo tiem (atšķirībā no neorientētiem grafiem) var būt dažādas virsotņu puspakāpes. 

Uzrakstīsim grafa (zīm. 3.7.) kaimiņmatricu I2. 

	I2=
	
	1
	2
	3
	4
	5

	
	1
	0
	1
	1
	0
	0

	
	2
	0
	0
	0
	1
	0

	
	3
	0
	1
	0
	0
	1

	
	4
	1
	0
	1
	0
	0

	
	5
	1
	1
	0
	1
	0


Sastādīsim substitūciju (, kurai pirmajā rindā ir virsotņu numuri no 3.5.zīmējuma, bet otrā ( grafa 3.7.zīmējuma atbilstošās virsotnes. Tas atbilst matricu I1 un I2 vienādībai I1=I2, kur I1 iegūta, pārnumurējot matricas I2 rindas un atbilstošās ailes.
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Tad kaimiņmatrica I2 pārvēršas par I1. 

Aplūkosim kā piemēru arī neorientētu grafu (3.3.zīmējums) un tā kaimiņmatricu I1.

	I1=
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	
	2
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	
	3
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	
	4
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	
	5
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	
	6
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	
	7
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	
	8
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1

	
	9
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	
	10
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0


Substitūcijai 
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 atbilst substitūcijas matrica P(. Grafu izomorfismu nosaka vienādība 
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, kur I1 ir viena grafa kaimiņmatrica un I2 otra grafa (zīmējums 3.6.) kaimiņmatrica, bet 
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 ir matricas P( transponētā matrica.
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	I2

	
	a
	f
	c
	b
	p
	l
	h
	d
	g
	e
	(
	a
	f
	c
	b
	p
	l
	h
	d
	g
	e

	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0

	4
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	5
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	6
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0

	8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	9
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	10
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
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	P(

	
	a
	f
	c
	b
	p
	l
	h
	d
	g
	e
	(
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	
	a
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	
	f
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	
	c
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	4
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	b
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	
	p
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	6
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	
	l
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	7
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	
	h
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	8
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	
	d
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	9
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	
	g
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	10
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	
	e
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0


	=
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	=I1.

	
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	

	
	2
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	

	
	3
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	

	
	4
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	

	
	5
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	

	
	6
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	

	
	7
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	

	
	8
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	

	
	9
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	

	
	10
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	


Tātad abas matricas pieder vienam un tam pašam Pētersena grafam, kas attēlots plaknē divos dažādos veidos.

Universāla metode ( algoritms divu patvaļīgu grafu izomorfisma noteikšanai (substitūcijas ( atrašanai) ir darbietilpīgs process arī datoram. Tomēr atsevišķām grafu klasēm tas ir vienkāršs ( tukšajiem un pilnajiem neorientētajiem grafiem. Sarežģītāks tas kļūst tālāk aplūkojamiem kokiem un planāriem grafiem.

Bez šīm klasēm ir vēl grafu klases, kurām eksistē invariants ( raksturlielums vai lielumu grupa, kas diviem šīs klases izomorfiem grafiem ir vienāda. Invarianta noteikšana šīs klases grafiem nav sarežģīta. Grafu izomorfisma problēma izraisa ne tikai teorētisku interesi, tai ir arī nozīmīgi praktiski pielietojumi, piemēram, ķīmijas organisko savienojumu struktūrformulu kā grafu identificēšanā.  

ja i un j ir kaimiņvirsotnes un loks e=(vi, vj) iziet no virsotnes vi,





ja nav loks e = (vi, vj).
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