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5. Sakarīgi un nesakarīgi grafi

Aplūkosim neorientētus grafus. Ja starp jebkurām divām grafa G=(V, E) virsotnēm vi un vj (vi, vj(V) eksistē ķēde k[vi, vj], kura savieno šīs virsotnes, tad saka, ka grafs G ir sakarīgs un satur vienu (sakarīguma) komponenti. Kā piemēru varam minēt Pētersena grafu (3.3.zīm.) un pilno trīsvirsotņu divdaļu grafu (3.4.zīm.). Ja abus grafus uzskatīsim kā vienu grafu, tad neeksistē ķēde no patvaļīgas Pētersena grafa virsotnes uz divdaļu grafa virsotnēm. Tātad apvienotais grafs ir nesakarīgs un satur divas sakarīguma komponentes ( Pētersena grafu un pilno trīsvirsotņu divdaļu grafu. Izolēta virsotne arī veido vienu sakarīguma komponenti; līdz ar to tukšais grafs satur tik sakarīguma komponentes, cik liels ir tā virsotņu skaits. 

Tagad aplūkosim sakarīgumu orientētiem grafiem. Grafa loku orientācija ļauj noteikt dažādus orientēta grafa sakarīguma veidus.

Orientēts grafs ir sakarīgs vai nesakarīgs, atkarībā no tā, vai atbilstošais neorientētais grafs ir sakarīgs, vai nesakarīgs.

Orientēts grafs G=(V, E) ir stingri sakarīgs, ja starp tā jebkurām divām virsotnēm vi un vj (arī vj un vi) eksistē ceļš (3.5.zīm.).

Orientēts grafs ir vienpusēji sakarīgs, ja starp tā jebkurām divām virsotnēm vi un vj eksistē viens no ceļiem c(vi, vj) vai c(vj, vi) (5.1.zīm.).

Orientēts grafs ir vāji sakarīgs, ja tas ir sakarīgs, bet eksistē vismaz divas virsotnes vi un vj starp kurām ceļu nav (2.2.zīm. virsotnes 1. un 2.).
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Zīmējums 5.1.

a - stingri sakarīgs, b - vienpusēji sakarīgs, c - vāji sakarīgs orientēti grafi.

5.1. Sakarīguma komponentes un to noteikšana

Apskatīsim metodi kā noteikt grafa sakarīguma komponenti vai komponentes. Šim nolūkam izmantosim vairākus sarakstus: ar V apzīmēsim visu grafa virsotņu sarakstu; saraksti S1, S2 un BK ir tukši; sarakstu I veido virs galvenās diagonāles esošie kaimiņmatricas elementi. Sākumā i=1.

1.solis

No saraksta V iesūtām pirmo virsotni ( elementu sarakstā S1.

2.solis

Sarakstā BK iesūtām kaimiņvirsotnes saraksta S1 pirmajai neatzīmētajai virsotnei. Veidojam sarakstu S2=S1UBK.

 3.solis

Sarakstā S2 pirmajai neatzīmētajai virsotnei piešķiram atzīmi i=1 un izslēdzam to no saraksta V.

4.solis

A. Ja |S2|>|S1|, tad sarakstu S2 pārdēvējam par sarakstu S1 un ejam uz 2.soli.

B. Ja |S2|=|S1|, tad visām neatzīmētajām saraksta S2 virsotnēm piešķiram atzīmi i=1 un izslēdzam tās no saraksta V. Visas saraksta S2 virsotnes iesūtām sarakstā SKi (i sakrīt ar atzīmes lielumu). Sarakstus S1, S2 un BK pārvēršam par tukšiem.

5.solis

A. Ja |V|=0, tad katrā sarakstā SKi uzrādītas i-tā sakarīguma komponentei piederīgās virsotnes un metodes darba beigas.

B. Ja |V|>0, tad atzīmi i palielinām par vienu un ejam uz soli 1.

Kā piemēru izmantosim Pētersena grafa (3.6.zīm.) virsotņu sarakstu 

V={a, f, c, b, p, l, h, d, g, e}

un sarakstu


[image: image2.wmf].}.

e

;

d

.

g

;

h

.

e

,

h

;

l

.

g

,

d

;

p

.

e

,

g

;

b

.

d

,

h

;

c

.

l

,

p

;

f

,

b

,

c

,

f

;

a

{

I

=

=

=

=

=

=

=

=

=


1.solis

S1={a}.

2.solis

BK={f, c, b}

S2=S1UBK={a, f, c, b}.

3.solis

S2={a(1), f, c, b}

V={f, c, b, ..., e}.

4.solis

|S2|=4>|S1|=1

S2(S1={a(1), f, c, b}

2.solis

BK={p, l}.

S2={a(1), f, c, b, p, l}.

3.solis

S2={a(1), f(1), c, b, p, l}.

V={c, b, ..., e}.

4.solis

|S2|=6>|S1|=4.

S2(S1={a(1), f(1), c, b, p, l}.

2.solis

BK={h, d}.

S2={a(1), f(1), c, b, p, l, h, d}.

3.solis

S2={a(1), f(1), c(1), b, p, l, h, d}.

V={b, p, l, ..., e}.

4.solis

|S2|=8>|S1|=6.

S2(S1={a(1), f(1), c(1), b, p, l, h, d}.

2.solis

BK={g, e}.

S2={a(1), f(1), c(1), b, p, l, h, d, g, e}.

3.solis

S2={a(1), f(1), c(1), b(1), p, l, h, d, g, e}.

V={p, e, ..., g, e}.

4.solis

|S2|=10>|S1|=8.

S2(S1.

2.solis

BK={d, g}.

S2={a(1), f(1), c(1), b(1), p, l, h, d, g, e}.

3.solis

S2={a(1), f(1), c(1), b(1), p(1), l, h, d, g, e}.

V={e, h, d, g, e}.

4.solis

|S2|=10=|S1|.

SK1={a(1), f(1), c(1), b(1), p(1), l(1), h(1), d(1), g(1), e(1)}.

5.solis.

V=( tukša kopa |V|=0.

Pētersena grafs ir sakarīgs ar vienu sakarīguma komponenti. Šo procesu var nosaukt par pārlasi plašumā, kas attēlota sekojošā (5.2.) zīmējumā, kurā skaitļi pie virsotnēm norāda pārlases secību.
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Zīmējums 5.2. Pārlase plašumā

Aplūkosim vēl vienu metodi sakarīguma komponenšu noteikšanai grafā. Šim nolūkam izmantosim kaimiņmatricu saraksta I* veidā un izveidosim no neorientēta īpaši orientētu grafu ( palmas koku ar palmas zariem.

Neorientētā grafā G=(V, E) izvēlamies patvaļīgu virsotni vi(V un šķautni [vi, vj]=e (e(E) šķautni orientējot, iegūstam loku (vi, vj). Virsotni vi nosaucam par virsotnes vj tēvu vi=T(vj). Šķautni [vi, vj]=[vj, vi] nosaucam par "skatītu", bet loku (vi, vj) par palmas koka daļu. Virsotnes vi un vj iekļaujam sākotnēji tukšā sarakstā P. 

Ja esam nonākuši patvaļīgā grafa G virsotnē v, tad pastāv divas iespējamības:

1. Vai nu virsotnes v visas incidentās šķautnes ir "skatītas", tad atgriežamies pie virsotnes v tēva un virsotni  nosaucam par "pārskatītu".

2. Virsotnei v eksistē kaut viena incidenta šķautne, kura nav "skatīta", piemēram, [v, w], to nosaucam par "skatītu" un arī šajā situācijā ir divas iespējamības.

2.1. Ja virsotne w
[image: image4.wmf]Î

P nepieder sarakstam P, tad loks (v, w) (atbilstoši šķautnei [v, w]), kļūst par palmas koka daļu, virsotni w iekļaujam sarakstā P(v=T(w)) un turpinām darbu, sākot no virsotnes w.

2.2. Ja virsotne w(P pieder sarakstam P, tad loku (v, w) nosaucam par palmas zaru un pārejam pie 1.punkta.

Kad esam nonākuši atpakaļ pie virsotnes vi un visas grafa šķautnes ir "skatītas", tad sarastā P atrodas pirmās sakarīguma komponentes virsotnes.

Šo procesu sauc par pārlasi dziļumā. 

Kā piemēru arī šoreiz aplūkosim Pētersena grafu ar sarakstu I*.
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Par pirmo virsotni izvēlēsimies a: 

1. [a, f] ( (a, f)

a=T(f)
P={a, f}

2. [f, p] ( (f, p)

f=T(p)
P={a, f, p}

3. [p, d] ( (p, d)

p=T(d)
P={a, f, p, d}

4. [d, c] ((d, c)

d=T(c)
P={a, f, p, d, c}

5. [c, h] ((c, h)

c=T(h)
P={a, f, p, d, c, h}

6. [h, l] ( (h, l)

h=T(l)
P={a, f, p, d, c, h, l}

7. [l, e] ( (l, e)

l=T(e)
P={a, f, p, d, c, h, l, e}

8. [e, b] ( (e, b)

e=T(b)
P={a, f, p, d, c, h, l, e, b}

9. [b, g] ( (b, g)

b=T(g)
P={a, f, p, d, c, h, l, e, b, g}.

10. palmas zari (g, p) un (g, h)
pārejam pie g tēva T(g)=b,

11. palmas zars (b, a) 
T(b)=e,

12. palmas zars (e, d)
T(e)=l,

13. palmas zars (l, f)
T(l)=h,

14. visas virsotnei incidentās šķautnes ir "skatītas" T(h)=c, 

15. palmas zars (c, a)
T(c)=d,

16. visas virsotnei incidentās šķautnes ir "skatītas" T(d)=p, utt.

Visas virsotnei a incidentās šķautnes ir "skatītas" un P satur visas pirmā (šajā gadījumā vienīgā) sakarīguma komponenšu virsotnes. Nākošajā zīmējumā attēlots Pētersena grafs kā palmas (5.3. zīm.) koks ar palmas zariem.
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Zīmējums 5.3. Pārlase dziļumā.
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Zīmējums 5.4.
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Zīmējums 5.5.

Pārlase dziļumā izveidos vienu no zīmējuma 5.5. grafiem, bet ne zīmējuma 5.4. grafu.

Ar pārlasi plašumā iespējams uzskatāmi attēlot kombinatorisku objektu veidošanu. Attēlosim, piemēram, piecu elementu {a, b, c, d, e} permutācijas (5!=120), kā arī piecu elementu pa diviem variācijas (20) un kombināciju (10). 
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