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Sakarīga grafa kaimiņmatrica


6. Sakarīga grafa kaimiņmatrica

Grafa G=(V, E) kaimiņmatrica ir kvadrātiska, tādēļ iespējams to reizināt ar sevi un iegūt tās pozitīvas veselas pakāpes. Tā kaimiņmatricas I2=||aij||  (i, j=1(n, |V|=n) aij uzrāda ceļu skaitu no virsotnes i uz virsotni j ar garumu 2, ja i=j, tad ( kontūru skaitu ar garumu 2. Matricas Ik elements uzrāda gan ceļus ar garumu k, gan kontūrus ar garumu k, gan arī objektus, kuri, mūsu izpratnē (definējumā) neatbilst ne ceļam, ne kontūram.

Ja kāda matricas I (arī Ik) rinda satur tikai 0, tad no atbilstošās virsotnes neiziet neviens loks (nav ceļa ar garumu k no šīs virsotnes). Ja kāda matricas I (arī Ik) aile satur tikai 0, tad atbilstošā virsotnē neieiet neviens loks (nav ceļa ar garumu k uz šo virsotni).

Kā piemēru aplūkosim grafu 2.1.zīm. gan bez cilpām ar kaimiņmatricu I un tās pakāpēm.
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Matricā I2 elements a54=2 uzrāda divus ceļus 5(3(4, bet a11=1 ( kontūru 1(3(1. Tāpat matricas I3=I(I2 elements a31=2 uzrāda ceļu ar garumu 3  3(4(5(1; 3(1(3(1 nedefinētu objektu, a11 ( kontūru ar 3  1(4(5(1, a44=2; 4(5(1(4, 4(5(3(4. Vienādības a12=a22=a32=a42=a52=0 matricās I, I2 un I3 norāda, ka neeksistē loki (ceļi un citi objekti) uz virsotni 2.

6.1. Īsākā un garākā ceļa atrašana

Ar pārlasi plašumā mēs varam noteikt grafā G=(V, E) īsāko (minimālo) ceļu un ceļus no virsotnes vi(V uz virsotni vj(V, kā arī uz visām virsotnēm, kurām ceļš eksistē.

1. Virsotni vi iekļaujam kopā A0 ar indeksu 0 (A0={vi}) un izmantojam attēlojumu (.

2. Virsotnes, kuras pieder kopai Ak, ļauj noteikt virsotnes v, kas iekļaujamas kopā Am+1.

Am+1={v, v((Am, v
[image: image1.wmf]Î

Ak, k(m},

atgādināsim, ja kopa Am={a, b, c}, piemēram, satur 3 elementus, tad (Am=(a
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(b
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(c. Protams, šī likumība nav atkarīga no kopas elementu skaita, tātad virsotne v pieder kopai Am+1 ar vismazāko iespējamo indeksu.

3. Ja virsotne vj(Am+1, tad eksistē viena virsotne 

vj1(Am

vj1((-1vj,

vj2(Am-1

vj2((-1vj1,

...


...

vjk(A1

vi((-1vjk.

Tātad esam atraduši īsāko ceļu no virsotnes vi uz virsotni vj. Ja kādā no kopām Am, Am-1, ..., A1 eksistē vairākas virsotnes, tad varam atrast vairākus īsākos ceļus. 

Ja vēlamies atrast visus īsākos ceļus no dotās virsotnes vi, tad šis process jāturpina līdz kopa Am+1=( (( ( tukša kopa) un jāveido kopas 
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, tad no virsotnes vi ceļi neeksistē uz virsotnēm kopā 
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 un tās ir nesasniedzamās no virsotnes vi. 
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Zīmējums 6.1. Palmas koks ar zariem.

Kā piemēru izmantosim zīmējuma 6.1. grafu un atbilstošo attēlojumu (:

(a={b}, (b={c}, (c={d, h}, (d={e}, (h={b, i}, 

(i={a, c}, (e={f, g}, (f={b, c}, (g={a, d}.

Atradīsim īsākos ceļus no virsotnes h.

A0={h]

(1h={b, i}  A1={b, i}  
[image: image11.wmf]*

1

A

={h, b, i}

Ceļš ar garumu 1 no virsotnes h ir uz virsotnēm b un i.

(2h=(1A1=(1b
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(1i={c, a}=A2
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2

A

={h, b, i, c, a}.

Ceļš ar garumu 2 ir uz virsotnēm c un a:

(3h=(1A2={d}=A3,
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3

A

={h, b, i, c, a, d}

(4h=(1A3={e}=A4,
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4

A

={h, b, i, c, a, d, e}

(5h=(1A4={f, g}=A5,
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5

A

={h, b, i, c, a, d, e, f, g}

(6h=(1A5=(=A6

Visi ceļi atrasti, jo V\
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5

A

=(.

Ja izmainīsim, piemēram, loka (e, f) orientāciju, t.i, (e={g}, (f={a, c, e}, tad kopa A6=(, bet kopa 
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5

A

={h, b, i, c, a, d, e, g} un V\
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5

A

={f} un tātad no virsotnes h nav ceļa uz virsotni f. 

Ja vēlamies atrast visus īsākos (minimālos) ceļus uz virsotni h, tad izmantosim grafa pierakstu ar apgrieztā attēlojuma (-1 palīdzību, lietojot pārlasi plašumā un aizstājot iepriekšējos punktus 2. un 3. attēlojumā (1 + zīmi ar ( zīmi un otrādi (( (+).

(-1a={i, g}, (-1b={a, f, h}, (-1c={b, f, i},

(-1d={c, g}, (-1e={d}, (-1g={e}, (-1f={e}, 

(-1h={c}, (-1i={h}.

A0={h}  (-1h={c}=A1  
[image: image20.wmf]*

1

A

={h, c}.

No virsotnes c uz virsotni h ir ceļš ar garumu 1.

(-2h=(-1c={b, f, i}=A2  
[image: image21.wmf]*

2

A

={h, c, b, f, i}.

No virsotnēm b, f un i uz virsotni h ir ceļš ar garumu 2.

(-3h=(-1A2={a, e}=A3  
[image: image22.wmf]*

3

A

={h, c, b, f, i, a, e}

(-4h=(-1A3={g, d}=A4  
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4

A

={h, c, b, f, i, a, e, g, d}

(-5h=(-1A4=A5=(.

No virsotnēm g un d uz virsotni h ir ceļš ar garumu 4.

Ja šoreiz pārorientēsim lokus (f, c) un (f, b), tad no virsotnes e uz virsotni h ir ceļš ar garumu 5, bet no virsotnes d ( ar garumu 6, bet no virsotnes f uz virsotni h ceļa nav.

Protams, tāpat ar pārlasi plašumā varam noteikt neorientētam grafam īsākās ķēdes starp divām atšķirīgām tā virsotnēm. Attēlojums ( ir simetrisks, un apgrieztais attēlojums nav vajadzīgs. Nesakarīgam grafam starp divām virsotnēm, kuras pieder atšķirīgām sakarīguma komponentēm, ķēde neeksistē.

Izpētot rūpīgāk, Pētersena (zīm. 3.3., 3.6.) pirms vairāk kā simt gadiem atklāto grafu, secinām, ka starp jebkurām divām atšķirīgām virsotnēm eksistē tikai viena īsākā (minimālā) ķēde. Grafus ar šo īpašību dēvē par ģeodēziskiem grafiem.

Orientēts grafs, kas nesatur kontūrus, atļauj noteikt garāko (maksimālo) ceļu no virsotnes vi uz virsotni vj, bet tam ir arī citas svarīgas īpašības.

Ja orientētam grafam G=(V, E) nav kontūru, tad tam eksistē vismaz viena virsotne vi(V, no kuras neiziet neviens loks ((vi=() un vismaz viena virsotne vj(V, kurā neieiet neviens loks ((-1vj=(). Sakarīgi orientēti grafi bez kontūriem var būt vienpusēji vai vāji sakarīgi. To virsotnes var pārnumurēt, un tas ļauj daudzus uzdevumus atrisināt ātrāk ar datora palīdzību. 

Kā piemēru izmantosim palmas koku (zīm. 6.1.), visus palmas zarus pārorientējot, un tātad izveidojot grafu bez kontūriem (zīm. 6.2.).
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Zīmējums 6.2. Vāji sakarīgs orientēts grafs bez kontūriem.

Virsotnē a neieiet neviens loks (-1a=( un tai varam piekārtot skaitli 1. Ja tādas virsotnes ir vairākas, piemēram, piecas, tad katrai no tām varam piekārtot vienu no skaitļiem 1, 2,..., 5. Ja no grafa G izmetam šo virsotni a ar tai incidentajiem lokiem(a, b), (a, i), (a, g), tad arī jaunajam grafam nav kontūru un eksistē vismaz viena virsotne b, kurā neieiet neviens loks ((-1b=(); tai piekārtojam skaitli 2. 

Tāpat no šī grafa izmetam virsotni b, kopā ar tai incidentajiem lokiem (b, c), (b, h), (b, f). Atrodam, ka virsotnei c varam piekārtot skaitli 3, virsotnēm d, h ( vai un 4 un 5. Izvēlamies virsotnei d piekārtot skaitli 5, bet virsotnei h ( 4. Virsotnei e piekārtojam skaitli 6, virsotnēm f un g ( skaitļus 7 vai 8. Virsotnei f piekārtojam 7, bet virsotnei g ( 8. Izmetot virsotni h kopā ar loku (h, i), virsotnei i piekārtojam skaitli 9. Kad visām grafa G virsotnēm esam piekārtojuši skaitļus, tad katrs grafa loks (i, j) ir ar sekojošu īpašību: i<j, t.i., tas orientēts uz virsotni ar lielāku skaitli.

Tagad varam pāriet pie garākā ceļa noteikšanas orientētā (sakarīgā) grafā G=(V, E) bez kontūriem. Kā mēs redzēsim tālāk, virsotņu pārnumurēšanai nav būtiskas nozīmes. 

Noteiksim garāko (maksimālo) ceļu (ceļus) no virsotnes vi(V, izmantojot attēlojumu (`.

1. Virsotni vi iekļaujam kopā =A0 ar indeksu 0 (A0={vi}.

2. Visas virsotnes, kuras pieder kopai Am ļauj noteikt virsotni v, kas iekļaujama kopā Am+1
Am+1={v, v((`Am, ja v
[image: image25.wmf]Î

Ak k(m, ja v(Ak, tad 
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k

A

=Ak\{v} un jaunās kopas 
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k

A

 apzīmējam ar Ak, t.i., virsotni v iekļauj kopā Am+1 un izslēdz no kopām ar indeksu mazāku par m+1.

3. Ja kopa Am+1=( ir tukša, bet virsotne vj pieder kopai Al(l<m), tad eksistē garākais ceļš no virsotnes vi uz virsotni vj ar garumu l, tas ir spēkā arī pārējām kopas Al virsotnēm (l=1(m), kuru atrod tāpat kā īsākā ceļa gadījumā ar (-1 palīdzību. Ja kopu apvienojums A0
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 A1... 
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 Al 
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...
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 Am=A* neaptver visas grafa G virsotnes, tad virsotnes V\A* ir nesasniedzamas no vi.

(1={2, 8, 9}, (2={3, 4, 7}, (3={4, 5, 7}, (4={9},

(5={6, 8}, (6={7, 8}, (7=(8=(9=(, (-1 1=(.

Noteiksim garāko ceļu no virsotnes 1 līdz virsotnei 8(a(g), A0={1}.

(11={2, 8, 9}=A1
(1A1={3, 4, 7}=A2
(1A2={4, 5, 7, 9}=A3; 
A2={3}

A1={2, 8}

(1A3={9, 6, 8}=A4; 
A3={4, 5, 7}
A1={2}

(1A4={7, 8}=A5; 

A3={4, 5}
A4={6, 9}

(1A5=(.

Tātad varam atrast garāko ceļu:

(-18={6}

6(A4

eksistē loks (6, 8)

(-16={5}

5(A3

eksistē loks (5, 6)

(-15={3}

3(A2

eksistē loks (3, 5)

(-13={2}

2(A1

eksistē loks (2, 3)

(-12={1}

1(A2

eksistē loks (1, 2)

Ja kāda no kopām (-1( satur vairākas virsotnes, tad eksistē vairāki ceļi; tāpat varam noteikt garākos ceļus līdz virsotnēm 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jo kopa V\A* ir tukša:

{1
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2
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3
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{4, 5}
[image: image35.wmf]U

{6, 9}
[image: image36.wmf]U

{7, 8}=A*.

No virsotnes 1 visas virsotnes ir sasniedzamas.
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