45
48
7.nodaļa

47
Sakarīga grafa matricas un to īpašības


7. Sakarīga grafa matricas un to īpašības

7.1. Incidences matrica

Tagad pievērsīsimies grafu teorijas analītiskajam virzienam.

Ja dots sakarīgs orientēts grafs G=(V, E) ar virsotņu kopu V={v1, v2, ..., vn} (|V|=n) un loku kopu E={e1 ,e2, ..., em} (|E|=m), tad tam var definēt incidences matricu A=||aij||(i=1, 2, ..., n; j=1, 2, ..., m), kur 
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Katrai virsotnei vi matricā A atbilst viena rinda (i-tā) un katram lokam ej – viena aile (j-tā).

Sakarīga neorientēta grafa incidences matricu A definē sekojoši:
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Tātad neorientētam grafam –1 vietā ir 1. Orientētam grafam katrā ailē ir divi no 0 atšķirīgi elementi – viens + 1 otrs –1. Uzskatot katru matricas A rindu kā vektoru ar m komponentēm un summējot visas rindas, rodas nullvektors; tātad šie vektori ir lineāri atkarīgi. Ja no matricas A izsvītrosim jebkuru rindu (vektoru), iegūstot matricu A1, tad, lai no matricas A1 n-1 rindiņām (vektoriem) iegūtu nullvektoru, mums katra tās rinda jāpareizina ar skaitli (k=0(k=1,2,..., n-1). Matricai A1 atbilst lineāra konfigurācija, ( eksistē loki, kuri incidenti tikai vienai grafa virsotnei. No iepriekš teiktā izriet, ka matricas A1 rindas kā vektori ir lineāri neatkarīgas un vismaz viens (n-1) kārtas determinants atšķiras no 0, t.i., tās rangs ir n-1. Sakarīgam grafam atbilst rangs n-1, bet ciklomatiskais skaitlis m-n+1.  Nesakarīgam grafam ar p sakarības komponentēm rangs ir n-p un ciklomatiskais skaitlis m-n+p.

Aplūkosim zīmējuma 2.1. piemēru, atmetot cilpas un līdz ar to arī atšķirīgu loku numerāciju, iegūstam sekojošu orientētu grafu (zīm. 7.1.).
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Zīmējums 7.1. Orientēts grafs.

No matricas A izsvītrojam 5.rindiņu un izveidojam matricu A1. Pirmajā, astotajā un devītajā ailē ir tikai viens no 0 atšķirīgs elements, lai summējot dabūtu 0 vektoru, 1., 3. un 4. rindiņa jāpareizina ar skaitļiem (1=(3=(4=0, bet tad 5. un 6.ailē paliek tikai viens no 0 atšķirīgs elements un tātad arī (2=0. Tātad matricas A1 rindiņas kā vektori ir lineāri neatkarīgas, un vismaz viens 4.kārtas determinants nav 0.

Neorientēta sakarīga grafa G=(V, E) (|V|=n) parciālgrafu, kas satur visas n virsotnes, sauksim par koku T, ja starp jebkurām divām virsotnēm vi(V un vj(V (vi (vj) eksistē tikai viena ķēde, kura savieno virsotnes vi un vj. Ar matemātiskās indukcijas palīdzību var pierādīt, ka koks satur n-1 šķautnes. Pastāv daudzas koka ekvivalentas definīcijas: parciālgrafs ir sakarīgs un nesatur ciklus, parciālgrafs ir sakarīgs un tam ir n-1 šķautne u.c.

Virsotni v kokā T sauksim par nokarenu, ja tā pakāpe d(v)=1. 

Jebkuram kokam T eksistē vismaz divas nokarenas virsotnes. 

Par orientētu koku T sauksim tādu n-1 loku kopu, kuru atbilstošās šķautnes (loki bez orientācijas) veido koku.

Aplūkosim pilnu neorientētu grafu K4=(V, E) (|V|=4), patvaļīgi orientēsim tā šķautnes un izveidosim matricu A1, izsvītrojot matricā A (zīm. 7.2.) 2.rindu.
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Zīmējums 7.2.

Pilns 4 virsotņu grafs K4.

Pilnam grafam matricu A1 ( 
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reizinājums nav atkarīgs ne no patvaļīgās šķautņu orientācijas, nedz arī no izsvītrotās rindiņas incidences matricā A. Summējot visas rindas un rezultātu atstājot pirmajā rindā, pēc tam pirmo rindu summējot ar katru no pārējām rindām  atsevišķi, atrodam beidzamo determinantu.

Iepriekšminētās operācijas nemaina determinanta vērtību, un tādēļ iegūstam pirmo rindu, kas sastāv no vieniniekiem, bet pārējās rindās atrodas nulles, izņemot galvenās diagonāles elementu, kurš vienāds ar virsotņu skaitu n. Tas arī pierāda, ka pilnam n virsotņu grafam atbilstošo koku skaits ir ( (Kn)=nn-2. 
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Zīmējums 7.3.

Attēloti visi K4 atbilstošie koki.

Tagad atkal atgriezīsimies pie zīmējuma 7.1. grafa matricas A1 īpašības.

Noteiksim 4.kārtas determinantus loku kopām {e1, e5, e6, e7} un {e1, e2, e3, e7}, pie tam pirmajai kopai atbilstošās šķautnes izveido koku T, bet otrajai – ciklu. Pārveidosim determinantu, mainot tā rindu un aiļu kārtību tā, lai virs determinanta galvenās diagonāles būtu tikai nulles.

Tādējādi mainās tikai determinanta zīme ,bet nemainās tā absolūtā vērtība. Virsotne v3 (ar loku e7) ir nokarena, tādēļ virsotni v3 novietojam 1.rindā, bet loku e7 ( pirmajā ailē. Atmetot virsotni v3 un loku e7, izveidojas jauns koks ar 4 virsotnēm un 3 lokiem, kuram virsotne v4 (un loks e6) ir nokarena. 

Virsotni v4 novietojam 2.rindā, bet loku e6 ( otrā ailē. Tā turpinot, virsotni v2 un loku e5 novietojam 3.rindā un attiecīgi loku e5 ( trešajā ailē. Tad izveidojas šāds determinants, kura absolūtā vērtība sakrīt ar sākotnējā determinanta absolūto vērtību. 
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Aplūkojot otro loku kopu un tam atbilstošo determinantu, atrodam, ka šis determinants ir vienāds ar 0, jo loku daļkopa izveido orientētu ciklu, vai arī viena determinanta rinda satur tikai 0.
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Matricu A1 un 
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 (transportētā) determinantu vērtības ir vienādas. 

Bez pierādījuma formulēsim divas teorēmas.

(1. Ja lineāra konfigurācija (vairāki loki var nesaturēt abas incidentās virsotnes) satur n-1 virsotnes un n-1 lokus, bet (k(n-1) k loki izveido kontūru vai orientētu ciklu, tad atbilstošais determinants ir vienāds ar 0. 

(2. Lineāra konfigurācija ar n-1 virsotnēm un n-1 lokiem atbilstošās šķautnes izveido koku ( tad un tikai tad, ja attiecīgā n-1 kārtas determinanta vērtība ir (1.

Koku skaitu grafā nosaka matricu A1 un 
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 reizinājuma detreminanta vērtība 

((G)=det A1 ( 
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tādēļ grafā (zīm. 7.1.) eksistē 60 dažādi koki.
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7.2. Šķēlumu matrica

Ja orientētā grafā G (zīm. 7.1.) atmetīsim tikai tos lokus, kuri incidenti virsotnei v5, t.i., kopu {e1, e5, e8, e9}, tad iegūsim nesakarīgu grafu ar divām sakarīguma komponentēm, no kurām viena satur tikai virsotni v5, teiksim, ka šie loki veido orientētu šķēlumu. Šādus orientētus šķēlumus veido katrai virsotnei incidenti loki, orientētus šķēlumus var veidot arī loki, kas ir atšķirīgi no minētajām loku kopām {e2, e3, e4, e6, e8, e9}. 

Vispār par orientētu šķēlumu sauksim minimālo loku kopu, kuru izmetot no sakarīga orientēta grafa, tas kļūst nesakarīgs un satur tieši divas sakarīguma komponentes. Orientētā šķēluma virziens sakrīt ar kokam ( piederošā loka virzienu.

Pielietojumos un arī teorētiskos pētījumos bieži izmanto tikai lineāri neatkarīgos grafa orientētos šķēlumus. Šim nolūkam mēs sakārtojam kopu E tā, lai pirmie n-1 loki, neņemot vērā to orientāciju, izveidotu kādu koku (; tad atlikušos lokus nosauksim par hordām (H) E=(
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H. Hordu skaits ir vienāds ar ciklomatisko skaitli: |H|=m-n+1. Šo sadalījumu var veikt ((G) veidos. 

Matrica A1 sadalām divās matricās A1=A11A12, matricas A11 lokiem atbilstošās šķautnes izveido grafā koku (, bet Det A11(0, tādēļ eksistē apgrieztā matrica 
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, kur En-1 ir n-1 kārtas vienības matrica. Tad 
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Matrica Qf ir lineāri neatkarīgo orientēto šķēlumu matrica, kurā šķēlumu orientāciju nosaka koka ( loki. Matrica M ir absolūti unimodulāra, ja tās elementi un arī visi determinanti ir ar vērtībām 0, (1. Matricas A un Of ir absolūti unimodulāras.

Aplūkosim iepriekšējo piemēru, par koka ( lokiem izvēloties lokus (={e1, e5, e6, e7} un hordas H={e2, e3, e4, e8, e9}; ciklomatiskais skaitlis ir 9-5+1=5.
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Apgriezto matricu 
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 atradīsim, ja ar operāciju virkni ( (tikai rindām) pārvērtīsim matricu A11 vienības matricā E4, bet vienības matrica E4 tad ar to pašu operāciju virkni ( kļūst par apgriezto matricu 
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Šo metodi izdevīgi pielietot grafu matricām, bet tā ir pamatota jebkurai matricai, kuras determinants ir atšķirīgs no 0.
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1.rindu matricā A11 pareizināsim ar (-1), 3.rindu pieskaitīsim ceturtajai un summu atstāsim ceturtajā  rindā.
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Otro rindu pieskaitīsim ceturtajai un summu atstāsim otrā rindā.
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Apmainīsim trešo rindu ar ceturto un pēc tam trešo rindu pareizināsim ar (-1).
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Tagad varam atrast reizinājumu 
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 un uzrakstīt lineāri neatkarīgo orientēto šķēlumu matricu 
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Orientētais šķēlums, kurš satur loku e7, sakrīt ar incidences matricas rindu. Nākošajā zīmējumā parādīsim šķēlumu ar loku e5 un e6.
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Zīmējums 7.4.

Orientētie šķēlumi ar lokiem e5 un e6.

Tagad varam definēt visu orientēto šķēlumu matricu Q=
[image: image28.wmf]ij

q


qij=
[image: image29.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

+

,

0

,

1

,

1


7.3. Ciklu matrica

Saglabājot tādu pašu loku secību kā matricai 
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Q

, var izveidot arī lineāri neatkarīgo orientēto ciklu matricu 
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Starp divām virsotnēm kokā eksistē tikai viens orientēts ceļš, kuram pievienojot hordu, rodas viens orientēts cikls, tātad hordām atbilst vienības matrica Em-n+1. Mūsu piemērā orientēto lineāri neatkarīgo ciklu matrica ir:
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Nākošais zīmējums attēlo divus orientētos ciklus un tiem atbilstošās rindas matricā 
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Zīmējums 7.5.

Var pierādīt šādu sakarību starp lineāri neatkarīgo orientēto šķēlumu matricu Qf un lineāri neatkarīgo orientēto ciklu matricu 
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Tagad varam definēt arī visu orientēto ciklu matricu 
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Orientēto ciklu skaits var atšķirties no orientēto šķēlumu skaita grafā. Gan matrica 
[image: image40.wmf]f

Q

 gan arī matrica 
[image: image41.wmf]f

B

 orientētam grafam ir absolūti unimodulāras. Jebkura matricas 
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 rindiņa ir ortogonāla katrai matricas 
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Šo īpašību izmanto daudzo minēto matricu tehniskajos lietojumos. 

Neorientēta grafa gadījumā gan incidences matricā A, gan arī lineāri neatkarīgo šķēlumu 
[image: image45.wmf]f

Q

 un cikla matricās 
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B

 (-1) vietā 
jāievieto +1. Neorientētiem grafiem visas šīs matricas var nebūt absolūti unimodulāras, tomēr spēkā šādas sakarības 
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Šajās matricu operācijās saskaitīšanas vietā lieto saskaitīšanu pēc moduļa 2(1
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7.4. Grafa matricu pielietojumi

Aplūkosim minēto matricu pielietojumus ekonomikā un tehniskajos projektos.

Ekonomikā bieži ir jāatrod maksimālā vai minimālā (optimālā) vērtība lineāram funkcionālim z=c(x, kur c ir vektors c=(c1, c2, ..., cm), bet x vienas ailes matrica, 


[image: image53.wmf]m

2

1

x

...

x

x

x

=


pie nosacījumiem x(0 (0 ( ailes matrica) Ax(b, kur


[image: image54.wmf]n

2

1

b

...

b

b

b

=

 

[image: image55.wmf]ij

a

A

=

 
[image: image56.wmf].

m

1

j

,

n

1

i

¸

=

¸

=


Ja matrica A ir absolūti unimodulāra un bi ir veseli skaitļi, tad optimālās vērtības funkcionālim ir 
[image: image57.wmf]*

j

x

( veseli skaitļi. Šie nosacījumi ir gan nepieciešami, gan arī pietiekami. Ja xj ir tehniski agregāti  vai ierīces, tad to skaitam ir jābūt veseliem pozitīviem skaitļiem vai 0. Lielumi cj var būt, piemēram, viena agregāta vai ierīces cena. Atrisinājuma variants, kurā skaitļus xj noapaļo līdz veseliem skaitļiem, var būtiski atšķirties no optimālā. Tas apstiprina absolūti unimodulāro matricu lielo nozīmi lineāro funkcionāļu optimizēšanā veselos skaitļos. 

Šo faktu pirmie pierādīja A.Hofmans (Hoffman A.J) un J.Kraskals (Kruskal J.V.) [11].

Lineāru funkcionāļu optimizācijas algoritmi aplūkoti grāmatā [12.].

Ilustrēsim minēto teorēmu ar piemēru. Pieņemsim, ka mums jāiegādājas noteikts skaits divu tipu mašīnas (ierīces) x1 un x2: pirmā tipa mašīnas ne vairāk kā četras x1(4, otrā tipa ( ne vairāk kā trīs x2(3, bet abu tipu mašīnas ( ne mazāk par piecām x1+x2(5 (-x1 – x2 ( -5). Šos nosacījumus var attēlot ģeometriski (zīm. 7.6.) plaknē.
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Zīmējums 7.6. Nosacījumu ģeometriskais attēls.

Augstāk minētos nosacījumus apmierina punkti uz trijstūra BCD malām un arī iekšpusē, bet tos var uzrakstīt sekojoši:
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Trešās kārtas determinanti neeksistē matricai A.

Lineārs funkcionālis ir 

c1x1+c2x2,

kur c1 un c2 ir vienas mašīnas izmaksa, un jāatrod tādi veseli pozitīvi skaitļi (
[image: image64.wmf]0
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), kuri apmierina nosacījumus un dotu lineāram funkcionālim minimālo vērtību. Nākošie divi zīmējumi parāda minimālās un maksimālās lineārā funkcionāļa vērtības pie c1=1,50, c2=2,25 un c1=3,0, c2=0,5, kas ir tieši proporcionālas attālumam līdz taisnei M.
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Zīmējums 7.7. Optimālo atrisinājumu ģeometriskais attēls.

Sekojošā tabula parāda visas lineāra funkcionāļa vērtības.

	x1
	x2
	
	1,50x1+2,25x2
	3,0x1+0,5x2

	2
	3
	B
	3,00+6,75=9,75
	6,0+1,5=7,5

	3
	2
	
	4,50+4,50=9,00
	9,0+1,0=10,0

	3
	3
	
	4,50+6,75=11,25
	9,0+1,5=10,5

	4
	1
	D
	6,00+2,25=8,25
	12,0+0,5=12,5

	4
	2
	
	6,00+4,50=10,50
	12,0+1,0=13,0

	4
	3
	C
	6,00+6,75=12,75
	12,0+1,5=13,5


(((
Jau vairāk kā gadsimtu ir zināmi Kirhhofa likumi elektriskās ķēdēs. Katru elektrisku ķēdi var uzskatīt par orientētu grafu G=(V, E), kurā savienojumam (mezglam) atbilst virsotne, bet elementam ( loks. Lokam ej(E (|E|=m, j=1(m, ej=(vk1, vk2)) atbilst strāvas stiprums ij un spriegums uj strap virsotnēm vk1 un vk2. Dota arī funkcionāla sakarība uj=f(ij) katram lokam ej, piemēram, pretestība 
[image: image67.wmf]j

R

 (uj=Rjij). Strāvas stiprumam un spriegumam attiecīgi atbilst ailes
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Matricas Qf un Bf ļauj īsi uzrakstīt Kirhhofa likumus elektriskās ķēdēs.

Pirmais Kirhhofa likums nosaka, ka ikvienā orientētā šķēlumā strāvas stiprumu algebriskā summa ir vienāda ar 0, t.i., 
[image: image72.wmf]0
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f
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.

Otrais Kirhhofa likums nosaka, ka katrā orientētā ciklā sprieguma algebriskā summa ir vienāda ar 0, t.i., 
[image: image73.wmf]0
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. Abiem likumiem šādā formā atbilst m lineāri vienādojumi, kas kopā ar m funkcionālām sakarībām u=f(i) (i=( (u)) sastāda dotās elektriskās ķēdes matemātisko modeli.

Risinot šos vienādojumus, iegūstam strāvas stiprumu un sprieguma lielumu katrā lokā ej. Izmantojot datoru, matemātisko modeli un programmu kompleksu, ir iespējams analizēt projektējamās elektriskās ķēdes darbību. Kirhhofa likumu analogi sastopami arī citās tehnikas nozarēs (ūdens apgāde, dzelzs konstrukcijas), kur strāvas stipruma un sprieguma vietā ir citi lielumi.

(((
Aplūkosim sekojošu uzdevumu: doti astoņi kontakti {e1, e2, ..., e8}, divas spailes S1 un S2 (pie spailes S1 pievienots sprieguma avots), kā arī četri savienojuma nosacījumi {e1, e7, e8}, {e1, e3, e6}, {e2, e5, e7} un {e2, e4, e6}. Nospiežot uzrādītos kontaktus, piemēram, {e1, e7, e8}, starp spailēm S1 un S2 rodas spriegums u. Katru kontaktu, piemēram, e1 
[image: image74.wmf] 

, varam uzskatīt, kā grafa šķautni 
[image: image75.wmf] 

. Jānosaka kontaktu savstarpējais savienojums, ievērojot dotos četrus minētos nosacījumus. 

Ja starp spailēm S1 un S2 pievienosim šķautni e9, tad katrs nosacījums ir ekvivalents vienam ciklam, un mums jānosaka grafs, kuram būtu šādi cikli. Minētie nosacījumi kopā ar šķautni e9 izveido sekojošu matricu 
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Pārkārtojot šķautnes, izveidojam vienības matricu. Mums jāatrod neorientēts grafs G=(V, E) (|E|=9), kuram viena no lineāri neatkarīgām ciklu matricām būtu matrica Bf. Šo uzdevumu formulēja un atrisināja (algoritmiski) L.Lefgrēns (L.Löfgren). Risinājuma algoritms ir sarežģīts, bet tā ideja ir vienkārša un to lietosim mūsu piemēram. Matricas Bf pirmā rinda norāda, ka šķautnes {e8, e1, e7, e9} izveido ciklu, bet nav zināma minēto šķautņu secība šajā ciklā. Pieņemsim, ka šķautnes izvietotas zīmējuma 7.8. uzrādītajā secībā. Lai pievienotu nākošo ciklu (otro rindu matricā Bf) šķautnēm e1 un e9 jāveido ķēde, tad varam izveidot otro ciklu {e1, e9, e6, e3}.
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Zīmējums 7.8. Kontaktu savienojumi.

Pievienojot ceturto ciklu, šķautnēm {e2, e9, e6} jāveido ķēde; tātad, ja esam iepriekš šķautnes e2 un e5 pievienojuši kā kvadrātā norādīts, tad šīs divas šķautnes jāapmaina. Apmaiņa visus iepriekš izveidotos ciklus neiespaido, līdz ar to tas ir iespējams un, pievienojot šķautni e4=[v3, v4] esam atraduši grafu G=(V, E) V={S1, S2, v1, v2, v3, v4}, kuram lineāri neatkarīgo ciklu matrica ir Bf. Atmetot šķautni e9 esam atraduši astoņu kontaktu savienojumus, ko norāda kontaktu incidence virsotnēm. Katrs kontakts realizēts vienu reizi, tātad realizācija ir ar minimālo kontaktu skaitu. Līdz ar to dotajiem nosacījumiem papildus izpildās vēl četri sekojoši nosacījumi: { e1, e3, e4, e5, e7}, { e1, e4, e5, e6, e8}, { e2, e3, e4, e7, e8} un { e2, e3, e5, e6, e8}. 

Ja būtu doti visi astoņi nosacījumi, tad, pievienojot šķautni e9, mums vajadzētu atrast lineāri neatkarīgos ciklus. To var panākt, ja vektoru saskaitīšanas vietā lietojam saskaitīšanu pēc moduļa 2(0(1=1(0=1; 0(0=1(1=0), zīm. 7.9., bet divus ciklus var saskaitīt tad un tikai tad, ja tiem ir kopēja viena ķēde (vismaz viena šķautne). Četri papildnosacījumi ir atrodami iepriekš aprakstītā veidā. 

Protams, ne katra tāda tipa matrica ir realizējama kā grafa lineāri neatkarīgo ciklu matrica, piemēram, ja nākamajās divās matricās krustiņu vietā liksim (1.
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Zīmējums 7.9. Ciklu ( un (( summa pēc moduļa 2 izveido ciklu (((.

(((
Aplūkosim kombinatorisku ģeometrijas uzdevumu: sadalīt taisnstūri vai kvadrātu pa pāriem nevienādos kvadrātos, kuru skaits būtu minimāls. Šī uzdevuma vēsturi neaplūkosim, taču atzīmēsi, ka 40.gadu sākumā uzdevuma atrisinājumu saistīja ar Kirhhofa likumiem elektriskās ķēdēs Kembridžas universitātes matemātiķu grupa, kuru vidū bija jau agrāk minētie grafu teorijas speciālisti V.Tats un K.Bruks. Konkrētā piemērā ilustrēsim metodes būtību, gan neprasot lai visi kvadrāti būtu dažāda lieluma. 

Aplūkosim orientētu grafu G=(V, E) (zīm. 7.10.), kuram no virsotnes v1(V iziet loki i1, i2, i6, bet virsotnē v4(V ieiet loki i2, i4, i5 un ar šādu īpašību ir tikai divas grafa virsotnes. Izvēlēto koku ( veido loki i2, i4, i5, bet hordas H ir loki i1, i3, i6 (E=
[image: image83.wmf]H
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Zīmējums 7.10. Orientēts grafs G.

Pieņemsim, ka dotais orientētais grafs G atbilst tādai reāli neeksistējošai elektriskai ķēdei, kurai katram lokam atbilst pretestība R=1. Tas nozīmē, ka sprieguma starpība uj ir vienāda ar strāvas stiprumu ij šajā lokā (uj=Rjij, j=1(6, Rj=1, uj=ij). Veidosim visus lineāri neatkarīgos orientētos ciklus, bet tikai tos lineāri neatkarīgos orientētos šķēlumus, kuri satur lokus i4 un i5. Loku apzīmējuma e vietā lietojam i, jo izskaitļosim šīs ķēdes strāvas stiprumu katrā lokā. 

Iegūstam sekojošas matricas:
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bet Kirhhofa likumi 
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 veido atbilstošu lineāru vienādojumu sistēmu:
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Lineārā vienādojuma sistēma satur piecus vienādojumus un sešus nezināmos, tādēļ šai sistēmai ir bezgalīgi daudz atrisinājumi. Uzskatīsim i2 par brīvo mainīgo, bet pārējos nezināmos par galvenajiem mainīgajiem, tad iegūstam sekojošu vienādojumu sistēmu, kuras determinants nav nulle. 
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Izmantojot Kramera kārtulu lineāru vienādojumu sistēmas atrisināšanai, atrodam galveno mainīgo atkarību no brīvā mainīgā (i2): 
[image: image92.wmf].
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 Ja pieņemsim i2=8, tad iegūsim zīm. 7.11. taisnstūra sadalījumu kvadrātos, kuru izvietojumu nosaka grafs G.
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Zīmējums 7.11. Taisnstūra sadalījums kvadrātos.

Nākošais zīmējums parāda grafu un tam atbilstošo taisnstūra sadalījumu pa pāriem nevienādos kvadrātos, kurš atrodams [13].
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Zīmējums 7.12. Grafs G un atbilstošie kvadrāti.

Deviņi pa pāriem atšķirīgi kvadrāti ir arī minimālais skaits kvadrātu, kuri pilnībā aizpilda taisnstūri, tie attēloti arī pastmarkā, kas izdota par godu starptautiskajam matemātiķu kongresam (ICM), kurš notika 1998.gadā Berlīnē.

ja loks ej nav incidents virsotnei vi.





ja loks ej ieiet virsotnē vi,





ja loks ej iziet no virsotnes vi,





ja šķautne ej nav incidenta virsotnei vi.





ja šķautne ej ir incidenta virsotnei vi,
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ja j-tā loka orientācija pretēja i-tā orientētā šķēluma virzienam,





ja j-tais loks nepieder i-tajam orientētajam šķēlumam.





ja j-tā loka orientācija sakrīt ar i-tā orientētā šķēluma virzienu, 





ja j-tais loks nepieder i-tajam orientētajam ciklam.





ja j-tā loka virziens pretējs i-tā cikla orientācijai,





ja j-tā loka virziens sakrīt ar i-tā cikla orientāciju,





� EMBED Equation.3  ���
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