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8. Koku izomorfisms, tā invariants

Šajā nodaļā aplūkosim neorientētus grafus. Atgādināsim, ka kokā jebkuras divas virsotnes ir savienotas ar vienu vienīgu ķēdi, šķautņu skaitu ķēdē ((i, j) sauc par ķēdes garumu. Visiem i, j ir spēkā sakarība ((i, j)= ((j, i). Virsotni kokā sauc par nokarenu, ja tā incidenta vienai koka šķautnei. Tātad katram kokam ir vismaz divas nokarenas virsotnes. 

Aplūkosim koku ( ar 10 virsotnēm un 5 (vispārīgi k) nokarenām virsotnēm, tad eksistē 
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Zīmējums 8.1. Koks.

Ķēžu garumi aplūkotajam kokam (.

((1, 2)=3

((2, 3)=4
((3, 5)=6

((1, 3)=5

((2, 4)=3
((4, 5)=5

((1, 4)=4

((2, 5)=4


((1, 5)=3

((3, 4)=3


Ķēžu garumi kokā ( nav patvaļīgi izvēlēti pozitīvi veseli skaitļi, bet tiem piemīt sekojošas īpašības:

1. Jebkuru 3 nokarenu virsotņu ķēžu garumu sakarība 

((i, j) + ((i, l) ( ((j, l)  (i(j, i(l, j(l)

ir vienāda ar pozitīvu pāru skaitli. Piemēram, ((1, 3)+ ((1, 4) ( ((3, 4)=2((1, x), kur x ir pēdējā kopīgā virsotne pirmajām divām ķēdēm.

2. Jebkuru 4 nokarenu virsotņu ķēžu summas

((i, j) + ((n, l)

((i, n) + ((j, l)

((i, l) + ((j, n)

divas ir vienādas, bet trešā nav lielāka par tām. 

((1, 4) + ((2, 3)=8

((1, 4) = ((1, z) + ((z, x) + ((x, 4)

((1, 2) + ((3, 4)=6

((2, 3) = ((2, z) + ((z, x) + ((x, 3)

((1, 3) + ((2, 4)=8



((1, 2) = ((1, z) + ((z, 2)
((1, 3) = ((1, z) + ((z, x) + ((x, 3)

((3, 4) = ((3, x) + ((x, 4)
((2, 4) = ((2, z) + ((z, x) + ((x, 4)

Ja virsotnes x un z sakrīt, tad visas trīs summas ir vienādas. Ja koka nokareno virsotņu skaits ir mazāks par 4 (3), tad, protams, atkrīt arī atbilstošā nosacījuma izpilde. 

Koka ( virsotņu skaits n, nokareno virsotņu skaits k un ķēžu garumi starp jebkurām divām nokarenām virsotnēm veido invariantu (. Ja kokiem (1 (invariants (1) un (2 ((invariants (2) sakrīt invarianti, t.i., (1=(2, tad (1 un (2 ir izomorfi, jo ar invariantu (1 var izveidot vienu vienīgu koku.

Aplūkosim mūsu piemērā koka ( nokarenās virsotnes 1., 2. un 3. ar atbilstošiem ķēžu garumiem ((1, 2)=3, ((1, 3)=5 un ((2, 3)=4, tad iespējams tikai viens koka ( daļkoks (zīm. 8.2.a). Pievienojot ceturto nokareno virsotni ar garumiem ((1, 4)=4, ((2, 4)=3 un ((3, 4)=3 arī izveidojas viens daļkoks (zīm. 8.2.b.).
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Zīmējums 8.2. Koka ( daļkoki.

Tāpat pievienojot nokareno virsotni 5. ar garumiem ((1, 5)=3, ((2, 5)=4, ((3, 5)=6, ((4, 5)=5, izveidojās koks ( (zīm. 8.1.). Koku izomorfisma problēmu atrisināja 60.gadu sakumā krievu matemātiķi E.Smoļenskis un K.Zareckis. Pirmais no autoriem to lietojis ogļūdeņražu savienojumu struktūru pētījumos. 

8.1. Minimālā svara koks

Aplūkosim vienu no pirmajiem un vienkāršākajiem diskrētās optimizācijas uzdevumiem. Pieņemsim, ka neorientēta sakarīga grafa G=(V, E) (|V|=n, |E|=m) katrai šķautnei ei(E piekārtots pozitīvs skaitlis ( tās svars li>0 un jāatrod tāds koks ((( (( ( visu grafa G dažādo koku kopa), kura šķautņu svaru summa būtu minimālā 

min (li,

(((  ei((
tātad koku ar minimālo šķautņu svaru kopsummu.

Koku skaits grafā, var būt ievērojami liels (pilnam n virsotņu grafam tas ir nn-2). Šim nolūkam sakārtosim grafa šķautnes virknē S to svaru augošā secībā, ja divām vai vairāk šķautnēm ir vienādi svari, tad tās virknē S novietotas blakus. 

Aplūkosim grafu G* (grafa G parciālgrafu ar tukšu šķautņu kopu E (|E|=0), |V|=n) un tam pievienosim šķautnes, lai gala rezultātā dabūtu meklējamo koku (vai kokus).

A. No virknes S ņemam šķautni ei ar minimālo svaru li.

1. Ja pievienojot šķautni ei grafam G* neveidojas cikls, tad to iekļaujam grafa G* kopā E* un izsvītrojam šo šķautni no virknes S (līdz ar tās svaru); 

2. Ja veidojas cikls, tad šķautni ei nepievienojam grafa G* kopai E*, bet tāpat izsvītrojam no virknes S. 

B. Pārbaudām, vai kopa |E*|=n ( 1:

1. ja |E*|<n ( 1, tad pārejam pie A;

ja |E=|=n ( 1, tad vajadzīgais koks ar minimālo svaru kopējo summu ir atrasts.

Kā piemēru aplūkosim Pētersena grafu (zīm. 3.3.), kura dažādo koku skaits ir ((G)=2000 ar sekojošu šķautņu un to svaru virkni S:

S

	e1
[7, 10]
	e2
[6, 9]
	e3
[8, 10]
	e4
[6, 8]
	e5
[7, 9]
	e6
[1, 2]
	e7
[4, 5]
	e8
[1, 5]
	e9
[2, 3]
	e10

[1, 6]
	e11

[5, 10]
	e12

[4, 9]
	e13

[3, 8]
	e14

[2, 7]
	e15

[3, 4]

	l1=1
	l2=2
	l3=3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15


Sākumā kopa E* ir tukša (|E*|=0) un pievienojot šķautni ar svaru 1 (e1=[7, 10]), neveidojās cikls, tāpat arī šķautnei e2 (e2=[6, 9}, l2=2) utt. Taču pievienojot kopai E* šķautni e5 (e5=[7, 9], l5=5) veidojas cikls, tādēļ izsvītrojam to no virknes S, bet nepievienojam kopai E*. Tātad koku ( grafā G veido šķautnes E*={e1, e2, e3, e4, e6, e7, e8, e9, e10} ar minimālo svaru summu 50. Protams, svaru lielumu un šķautņu numuru sakritība nav būtiska (tie var būt arī daļskaitļi). Šīs metodes autori ir Dz.Kraskals (J.B.Kruskal) un R.Prīms (R.C.Prim), kuri to izstrādāja 50.gadu vidū.
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Zīmējums 8.3. Minimālā svara koks.

Šajā piemērā visi šķautņu svari ir atšķirīgi, tādēļ minētajam uzdevumam ir viens atrisinājums. Ja grafā G eksistē cikls, piemēram, ar garumu 5, kuram svari l1<l4, l2<l4, l3<l4 (l1, l2, l3 ir mazāki par l4), bet svari l4=l5 ir vienādi un sakārtoti virknē S, 

	...
	ei1
	ei2
	ei3
	ei4
	ei5
	...

	...
	l1
	l2
	l3
	l4
	l5=l4
	...


tad atrisinājumi ir divi ar vienādu kopsvaru: viens atrisinājums satur l4, bet nesatur l5 un otrādi. Tātad uzdevumu atrisinājumu skaits ir atkarīgs no vienādo svaru skaita un to piederības cikliem, taču svaru summa nemainās.
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Zīmējums 8.4. Cikls ar vienādiem svariem l4=l5.

8.2. Maksimālā svara koks

Ja iepriekšējā uzdevumā katras šķautnes svars (ei=[vi, vj] li [vi, vj]) raksturo informācijas tīkla izmaksu starp objektiem vi un vj, tad uzdevumu atrisinājums izveido informācijas tīklu ar minimālo kopējo izmaksu. Informācijas tīklu konfigurāciju nosaka arī tās pārraides kvalitāte. Katrai šķautnei ei iedomājamies piekārtotu skaitli 0(l(1, kurš raksturo informācijas apmaiņas kvalitāti li[ei] starp objektiem vi un vj. Ja šis skaitlis ir 1 vai tuvs tam, tad informācija tiek pārraidīta bez kropļojumiem vai ar ļoti maziem kropļojumiem. Ja šis skaitlis ir 0 vai tuvs tam, tad pārraidītā informācija tiek pilnīgi sakropļota. Tāda informācijas tīkla kvalitāti norāda visu koka šķautņu svaru reizinājums, tādēļ mūsu interesēs ir atrast koku, kuram šķautņu svaru reizinājums ir maksimālais, t.i., 
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Maksimālo reizinājumu izveidos tās šķautnes, kuru svaru summa 
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 ir maksimālā (logaritmu īpašība). 

Tāpat kā iepriekš sakārtojam grafa šķautņu svarus virknē S to svaru augšanas secībā.

A. No virknes S ņemam šķautni ar minimālo svaru ei (li).

1. ja atmetot šo šķautni, grafs kļūst nesakarīgs, tad to atstājam kopā E, bet svītrojam no virknes S; 

2. ja atmetot šo šķautni, grafs paliek sakarīgs, tad šo šķautni izsvītrojam gan no  virknes S, gan arī no kopas E, līdz ar to veidojas jauns grafs G*=(V, E*=E\ei), kuru tāpat apzīmēsim ar G=(V, E).

B. Pārbaudām kopas E šķautņu skaitu:

1. ja |E|>n (1, tad pārejam pie A,

2. ja |E|=n (1, tad vajadzīgais koks ( ir atrasts. Arī šajā gadījumā, ja vairāku šķautņu svari ir vienādi, var eksistēt vairāki atrisinājumi, kuri atbilst vienādai informācijas kvalitātei.

Kā piemēru arī šoreiz aplūkosim Pētersena grafu ar iepriekšējiem šķautņu apzīmējumiem, bet ar atšķirīgiem šķautņu svariem un tātad citu šķautņu virkni S.

	S
	e6
	e9
	e14
	e3
	e2
	e5
	e1
	e12
	e7
	e11
	e4
	e10
	e13
	e15
	e8

	
	0,915
	0,926
	0,930
	0,948
	0,950
	0,959
	0,969
	0,975
	0,981
	0,985
	0,988
	0,991
	0,995
	0,998
	0,998


Atmetot šķautni e6, tāpat arī e9, grafs G paliek sakarīgs. Atmetot šķautni e14, grafs kļūst nesakarīgs, tādēļ to atstājam kopā E. Atmetot šķautni e3, grafs paliek sakarīgs, tāpat arī šķautnes e2 un e5. Atmetot šķautni e1, grafs kļūst nesakarīgs, tādēļ to atstājam kopā E, tāpat arī šķautni e12. Atmetot šķautni e7, grafs paliek sakarīgs, bet kopa E satur 9 (n ( 1) šķautnes un tātad tās izveido meklēto koku ( ar maksimālo informācijas pārraides kvalitāti (atbilstošo svaru reizinājumu) 0,84.  

Atbilstošais koks parādīts zīmējumā.
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Zīmējums 8.5. Maksimālais koks.

Tagad varam izskaitļot šī koka izmaksu, tās ir 88 vienības, tātad ievērojami dārgāka nekā 50. Izskaitļosim  pirmā koka (zīm. 8.3.) informācijas pārraides kvalitātes rādītāju, kurš ir 0,72 (par 15% sliktāka kvalitāte). Neviens no abu tipu svariem nav pilnīgi precīzi nosakāms, tie satur lielāku vai mazāku kļūdas procentu. Ja tie ir ar 15% kļūdu, tad pirmo koku varam arī pieņemt kā kopējo atrisinājumu. 

Apmainot kokā (zīm. 8.3.) šķautni e9=[2, 3] ar svariem 9 un 0,926 un šķautni  e13=[3, 8] ar svariem 13 un 0,995, mēs iegūstam atrisinājumu ( koku, kura realizācija prasa 54 vienības un ar informācijas pārraides kvalitāti 0,78. Abi šie skaitļi un informācijas pārraides kvalitātes atšķiras tikai par 10% no minimālās. Izvēlētie svari nav pilnīgi precīzi skaitļi, tie ir ekspertu vērtējums projektējamam objektam, tādēļ arī tie var atšķirties 10% robežās. Tātad koks ( ar šķautnēm E*={e1, e2, e3, e4, e6, e7, e8, e10, e13} ir optimālais gan tā izmaksas gan arī informācijas kvalitātes ziņā.

Ja mūsu uzdevumā ir papildnosacījums, ( piemēram, virsotne vi jābūt meklējamā koka nokarenai virsotnei, tad to var atmest kopā ar tai incidentajām šķautnēm. Kad ir atrasts uzdevuma atrisinājums, tam pievieno virsotni vi un tai incidento šķautni ar minimālo vai maksimālo svaru, t.i., atbilstoši uzdevuma nosacījumiem.

Līdzīgi var pārveidot arī grafu G, ja meklējamā kokā jāiekļauj kāda šķautne e=[vi, vj]. To panāk, šīs virsotnes apvienojot vienā jaunā virsotnē v un izdarot pārveidojumus ar virsotnēm incidentajām šķautnēm.

8.3. Binārais un diagnostikas koks

Tagad aplūkosim speciālu orientētu koku klasi, kurus lieto informācijas atrašanai datoros. Par bināru sakņotu koku sauksim koku, kuram ir viena virsotne ( sakne, kas incidenta diviem no tās izejošiem lokiem; katra no starpvirsotnēm ir incidenta vienam ieejošam lokam un diviem izejošiem lokiem; nokarenās virsotnes (kuru skaits ir 2k, k ( vesels pozitīvs skaitlis), ir incidentas vienam ieejošam lokam.
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Zīmējums 8.6. Binārais koks.

Datorā, protams, nav binārā saknes koka 8.7.zīmējumā attēla, bet gan tiek fiksēti šī koka virsotņu numuri, kuri virsotnēm piekārtoti pēc noteikta likuma. Pirmais vieninieks norāda binārā kokā virsotnes rindas numuru (0001 ( pirmā rinda, 0010 ( otrā, 0100 ( trešā rinda utt.), savukārt no virsotnes, piemēram, trešajā rindā 0101 iet loks uz virsotnēm ceturtajā rindā 1010 un 1011, kurām taisnstūrī norādītie skaitļi sakrīt. Sekojošais zīmējums parāda četru rindu bināro saknes koku, kas ļauj attēlot 23 stingri sakārtotus objektus.
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Zīmējums 8.7. Binārā koka virsotņu numerācija datorā.

Aplūkosim stingri sakārtotas kopas A={a, e, i, k, l, p, n, s, t, u} atbilstošo bināro saknes koku. Ja gribētu pārbaudīt vai burts l atrodas kopā A, tad l jāsalīdzina ar a, e, i, k un l ( tātad 5 salīdzināšanas. Binārajā saknes kokā l salīdzina ar u, pēc tam ar s*, k* un p* līdz beidzot salīdzina ar l, tātad arī 5 salīdzināšanas, bet salīdzināšanas skaits nav atkarīgs no burta vietas kopā A, tas visiem burtiem vienāds. 
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Zīmējums 8.8. Elementu piekārtojums bināram kokam.

Pievienojot vai arī izmetot no kopas A kādu burtu, bināro saknes koku nav jāveido no jauna, bet tikai kādu tā zaru pabīdīt, ko ar programmas palīdzību izdara dators. 

(((
Orientētu saknes koku lieto tehnisku ierīču vai arī tā atsevišķu mezglu kļūmju noteikšanai ( diagnosticēšanai. Saknes virsotnei atbilst pirmais tests un kļūmju nosaukumi, starpvirsotnēm atbilst diagnostikas testi, bet nokarenām virsotnēm ( ierīces vai tā mezgla konkrētās kļūmes nosaukums. Diagnostikas testa realizācija var nozīmēt tehnoloģiskā procesa izmaiņas un tam sekojošu lielumu mērījumus, kas ir pamatā diagnostikas procesa sazarošanai. Aplūkosim sekojošu piemēru ( orientētu saknes koku (zīmējums 8.9.).
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Zīmējums 8.9. Diagnostikas koks.

Saknes koka virsotnes {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} atbilst testiem, bet virsotnes {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22} ( diagnosticējamām kļūmēm.

Katrs tests izsauc kādu kļūmju kopas sadalījumu, piemēram, tests 1. sadala kopu trijās daļās {10, 13, 21, 22}, {14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} un {11, 12}, bet tests 4. ( {11} un {12}. Testa kvalitāti var novērtēt ar skaitļiem no 0 līdz 1 un tos piekārtot lokiem kā svarus. No saknes virsotnes līdz nokarenai virsotnei ir viens vienīgs ceļš un sareizinot ceļa loku svarus, mēs iegūstam diagnostiskās kļūdas kvalitātes rādītāju. Piemēram, ja loka (1, 2) svars ir 0,995, bet loku (2,5) ( 0,994 un (5,13) ( 0,999, tad virsotnei 13 atbilstoši diagnosticētās kļūmes kvalitāte ir 0,986=0,995 ( 0,991 ( 0,999. Ja diagnosticētā kļūme saskan ar patieso kļūmi, tad attiecīgā ceļa loku svarus var palielināt, uzlabojot testa kvalitāti. Taču kļūmju novērtēšanā vienmēr der atcerēties, ka speciālistu zinātnisko pieredzi un erudīciju nevar formalizēt un sevišķi svarīgos gadījumos ir jāizmanto viņu neformāli ieteikumi. Sarežģītās tehniskās ierīces, kurās dators ir viena no būtiskām sastāvdaļām, tas arī automātiski veic kļūmju diagnostiku, jo tā ir ļoti rūpīgi izstrādāta un daudzkārt pārbaudīta.

_1021093574.vsd

_1035638941.unknown

_1041861498.vsd

_1035639108.unknown

_1024738675.vsd

_1024738899.vsd

_1024739184.vsd

_1021094040.vsd

_1021377926.vsd

_1021088025.vsd

_1021092521.vsd

_1020751337.unknown

_1020751400.unknown

_1020687820.unknown

