2. Jēdziens par grafu teoriju
Grafs ir sistēma, kas sastāv no punktiem, kuru daži pāri ir īpaši atzīmēti. Šādiem abstraktiem grafiem ir neskaitāmi reāli prototipi: sākot ar elektriskām ķēdēm un ceļu tīkliem (kuros atzīmētie pāri ir fiziski atzīmēti), beidzot ar visādām dinamiskām sistēmām (piemēram, ESM programmas, kurās iekšējie stāvokļi viens otru nomaina saskaņā ar kaut kādiem likumiem).

Grafi kā matemātiski objekti ir pētāmi no visdažādākajiem aspektiem. Svarīgi atzīmēt, ka saskaņā ar definīciju grafs ir tīri kombinatorisks objekts, un tāpēc visa formālā spriešana absolūtā vairākumā ir kombinatoriska. Taču reāli pētot grafus, tos zīmē tā, ka atzīmētajam pārim piekārto nepārtrauktu līniju, neinteresējoties par tās faktisko ģeometriju. Tāpēc ar to pētīšanas laikā grafs ir topoloģisks objekts. Tā kā topoloģiskais aspekts bija viens svarīgākajiem grafu teorijas rašanās laikā, tad daudzi grafu pamattermini ir topoloģiskas izcelsmes, bez tam ļoti daudzi reālie grafu prototipi ir topoloģiskas dabas. Viss šis „topoloģiskais” ir tas, kas neļauj grafu teorijai „izšķīst” pārējā kombinatorikā un notur to starpību kā vienotai disciplīnu. Taču, uzsvērsim, grafu teorija ir kombinatorikas fragments (un atgādināsim, ka kombinatorika pēta visdažādākās statisku diskrētu sistēmu īpašības).
Tīro grafu teoriju var nedaudz paplašināt, arēju cēloņu ietekmē konkretizējot pētījumu virzienu un apvienojot vienā sarakstā gan pašu grafu īpašības, gan kādas ar tiem tieši saistīto objektu īpašības. Piemēram, var interesēties par grafu realizācijām uz dažādām virsmām, par grafu apstrādes algoritmiem, var izdomāt vēl kaut ko. Nebūsim puritāņi un sauksim vien arī šādus pētījumus par piederošiem grafu teorijai (ja vien nelieksies, ka nu gan par daudz no malas pieņemts klāt), skaidrības labad dēvējot tos par grafu teorijas aspektiem. Bez kombinatoriskās grafu teorijas (tā laikam būtu jāsauc tīrā grafu teorija (nesajaukt ar grafu teorijas kombinatorisko aspektu)) mūs interesēs vēl viņas algoritmiskais un topoloģiskais aspekti.

Piepildīsim, ka tīrajā grafu teorijā nav atšķirami izomorfi grafi. Šo īpašību varētu likt viņas definējuma pamatā. Taču grafu teorijas aspektos var būt pavisam citādi.

Atgādināsim dažas lietas no kombinatorikas, kas būs nepieciešamas turpmāk:

n – elementu kopas apakškopu skaits = 2n
n – elementu kopas k-elementu kombinācijas skaits 
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 (binomiālais koeficents, t.i. 
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Pierādījums: Ir ((x+a)n)2=(x+a)2n.
Tāpēc 
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Labajā pusē koeficients pie xkak ir 
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Stirlinga formula:
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Ja mums ir kādu objektu bezgalīga kopa S, kura dabiski sadalāma augoša elementu skaita apakškopās 
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 un ir kāda īpašība P, tad saka, ka šī īpašība piemīt gandrīz visiem S objektiem, ja
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Uzdevums Pierādīt, ka nav iespējams ar šaha torni veikt ciklisku maršrutu pa šaha galdiņu, kuram trūkst vienas rūtiņas, katrā no esošajām rūtiņam ieejot tieši vienu reizi.
Risinājums Iedomāsimies, ka šāds maršruts eksistē. Tas pierakstāms kā virkne r1, r2, ..., r63, kur ri – rūtiņu kodi to cauriešanas secībā. Šaha galdiņa uzbūves dēļ, virknes blakus stāvošās rūtiņas ir pretējās krāsās, kas nozīmē, ka r1 un r63 ir vienā krāsā. Bet tā kā no r63 tieši jāatgriežas r1, tad tām jābūt dažādās krāsās.
Par parastu grafu (lielākoties vienkārši par grafu) sauc pāri [V,E], kur V – patvaļīga galīga kopa, bet 
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(v – virsotnes, E - šķautnes).
V(V ir kopa, kuru sastāda visi kopas V elementu neorientēti dažādelementu pāri.
Daudziem pielietojumiem svarīgi attīstīt nedaudz sarežģītāku objektu, piemēram, prasot, 
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, kur L ir šķautņu iezīmju kopa.

Uzdevums Doti īpaši četri kubi ar 4 krāsās krāsotām skaldnēm. Sastādīt no tiem prizmu (1(1(4), uz kuras katras sānu skaldnes būtu pārstāvētas visas krāsas
Risinājums Dotie kubi krāsoti tā:

[image: image15]
Katram kubam piekārtojams grafs, kura virsotnes ir dotās krāsas, kas savienotas, ja atrodas uz šī kuba pretējām skaldnēm:


[image: image16]
Apvienosim šos grafus vienā, attiecīgi iezīmējot katram kubam atbilstošās šķautnes:


[image: image17]
Ja kubi ir salikti vertikālā prizmā, tad tās priekšējās-aizmugurējās un kreisās-labās skaldņu pāri īpaši izdala arī attiecīgus kubu pretējo skaldņu pārus, līdz ar to 8 apvienotā krāsu grafa šķautnes. Aplūkosim divus apakšgrafus, kurus nosaka attiecīgi šķautnes no grupas priekša-aizmugure, kreisais-labais. Katrā no tiem ir 4 šķautnes, katra ar savu iezīmi (katra nāk no sava kuba). Ja prizma ir salikta saskaņā ar uzdevuma prasību, tad tās pretējās skaldnes kopā satur tieši pa divām vienādi krāsotām kuba skaldnēm. Tas nozīmē, ka katrs no minētajiem apakšgrafiem ir arī homogēns ar pakāpi 2.
Tātad apakšgrafi ar aprakstītajām īpašībām ir nepieciešami atrisinājuma eksistencei. Viegli redzēt, ka viņu arī pietiek, lai uzdevumu varētu atrisināt. Atliek šādus apakšgrafus atrast apvienotajā krāsu grafā. Mūsu gadījumā tādu ir tieši viens pāris:


[image: image18]
Pārlase, kas nepieciešama viņu atrašanai ir daudz mazāka apjoma, nekā visu iespējamo būtiski atšķirīgo prizmu aplūkošana: pēdējā ir 
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Risinājuma beigas.

a





b





c





d





a





a





a





b





b





b





c





c





c





d





d





d





d





d





d





a





a





b





c





b





a





b





c





d





d





c





b





a





d





c





b





a





d





c





b





a





a





d





c





b





1





1





1





2





2





2





3





3





3





4





4





4





d





c





b





a





d





c





b





a





4





4





1





3





3





2





2





1




















_1192517666.unknown

_1192518937.unknown

_1192526935.unknown

_1192527565.unknown

_1192530088.unknown

_1192541741.unknown

_1192529625.unknown

_1192527514.unknown

_1192519014.unknown

_1192518301.unknown

_1192518802.unknown

_1192518221.unknown

_1192515107.unknown

_1192517520.unknown

_1192514806.unknown

