5. Virsotnes pakāpe.

Turpmāk arasto grafu sauksim vienkārši par grafu, parasto orientēto grafu - vienkārši par orientētu grafu.

Par grafu G virsotnes x pakāpi šajā grafā sauc virsotnes x kaimiņu skaitu šajā grafā un apzīmē ar pG(x) (p(x))(=incidento šķautņu skaitu).

Orientētā grafā pakāpi var definēt daudzveidīgāk, taču parasti ar to sapratīsism izejošo šķautņu skaitu.

Orientētā grafā 
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Secinājums:

(Neorentētā) grafā
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Secinājums:

Grafa nepāra pakāpju virsotņu skaits ir pārskaitlis.

Pierādījums. Tiešām: 2m=
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Tad acīmredzot 
[image: image6.wmf]å

Î

Nepāru

V

x

x

p

)

(

  ir pārskaitlis, no kurienes uzreiz seko prasītais.

Secinājums:

Nav nepāra virsotņu skaita grafa ar visām nepāra pakāpēm.

Bet starp orientētiem grafiem tādi ir.

Nevar būt, ka pie riņķa sistēmas 7 komandas kādā momentā ir nospēlējušas pa 3 spēlēm.

Bet var būt, ka katrai ir pa 3 uzvarām.

Secinājums:

Nav grafa, kura visas pakāpes  pāru un kuram būtu tiltiņš.

Un atkal starp orientētiem tādi ir ([image: image7.png]


).

Tagad drusku sarežģītāks virsotņu pakāpju lietojums.

Uzdevums: Pierādīt, ka starp jebkuriem 6 cilvēkiem ir vai nu vismaz 3 savstarpēji pazīstami, vai arī vismaz 3 savstarpēji nepazīstami.

Vispirms var aplūkot pārlases pierādījumu.

Apzīmēsim ar t(G) grafa G trijstūru skaitu. Uzdevumu var atrisināt, protot novērtēt lielumu t(G)+t(
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), jeb t+
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, ja ar 
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apzīmē šī lieluma otro saskaitāmo.
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Pierādījums. Liksim 
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(x)=n-1-p(x) un aplūkosim summu 
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(x). Šī summa divreiz skaita katru dotā grafa 3- virsotņu kopu, kurai neatbilst trijstūris ne grafā G, ne grafā 
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. Tiešām, fiksēsim kādu virsotni 
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. Pārējās grafa virsotnes sadalāmas kaimiņos (skaitā p(x)) un nekaimiņos (skaitā 
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(x)). Katram kaimiņa- nekaimiņa pārim kopā ar virsotni x neatbilst trijstūris ne grafā G ne grafā 
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. Šādu pāru un līdz ar to trijnieku pie fiksēta x ir p(x)
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(x). Var teikt arī citādi, ka šo trijnieku nosaka no x ieejošas šķautne un nešķautne. Tā kā katram trijniekam, kam neatbilst neviens trijstūris ir tieši divas virotnes ar šādu pāri šķautne- nešķautne, tad 
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(x) patiešām vienāda ar dubultotu netrijstūru skaitu.]

Saskaņā ar to t+
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Iepriekš formulēto uzdevumu tagad var risināt sekojoši. Vispirms atrodam, ka izteiksme p(n-1-p) maksimums ir pie p=
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, un ja n=6 tas vienāds ar 6. Tāpēc patvaļīgam 6 - virsotņu grafam t+
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=20-18=2. Līdz ar to ir pierādīts vairāk, nekā uzdevumā prasīts - šādu trijnieku ir vismaz divi.

Jebkurā grafā eksistē vismaz divas virsotnes ar vienādām pakāpēm.

Pierādījums: Acīmredzams.
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