11. Jēdziens par gadījuma grafu teoriju
Šoreiz sāksim ar nedaudz citādāku jautājumu.

Ar cik lielu varbūtību n-virsotņu grafā eksistē tādas 3 virsotnes, kas visas ir savstarpēji saistītas ar šķautnēm?

Grafa G virsotņu apakškopa S ar īpašību 
[image: image34.bmp] sauksim par kliķi.
Iepriekšējo jautājumu var pārfrāzēt šādi: ar cik lielu varbūtību n-virsotņu grafā eksistē 3-virsotņu kliķe?

Apzīmēsim šo varbūtību ar P’(n).

Uzreiz redzams, ka P’(0) = P’(1) = P’(2) = 0.

Bez pūlēm P’(3) = 
[image: image2.wmf]8
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.

Pie n = 4 nedaudz papūloties atklājam, ka ar mūsu īpašību ir tikai grafi ar veidu 
[image: image3], 
[image: image4] , 
[image: image5], 
[image: image6]. To kopskaits ir 4 + 12 + 6 + 1=23. Līdz ar to P’(4) = 
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.
Bet jau kārtīgi pastrādājot, dabūjam, ka P’(5) = 
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(ja vien mūsu aprēķinos nav iezagusies kļūdiņa).

Salīdzināsim šos rezultātus ar iepriekšēja nodaļā iegūtajiem:

	n
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	(6

	P
	0
	0
	0
	0.250
	0.719
	0.998
	1

	P’
	0
	0
	0
	0.125
	0.359
	0.621
	<1


Tālāk mēģināsim novērtēt P’ lielumu pie n (6.

n-virsotņu grafa virsotņu kopai ir pavisam 
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 3-virsotņu apakškopu. Sanumurēsim tās ar skaitļiem 1,2,..., 
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Gadījuma grafa G(((n) definēsim gadījuma lielumus:

[image: image1.wmf]))
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, ja i-tā 3-virsotņu apakškopa ir grafa G kliķe
pretējā gadījumā
i=1,2,..., 
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Gadījuma lielums 
[image: image12.wmf]å
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 ir vienāds ar G 3-virsotņu kliķu skaitu.
Tātad P’(n) = P((>0) =1-P((=0).
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Ja notikumi 
[image: image14.wmf]0
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 būtu neatkarīgi, tad mēs tālāk tiktu viegli. Diemžēl tā nav, taču var dažādos veidos izdalīt šo notikumu apakškopas, tā lai tajās ieejoši notikumi būtu savstarpēji neatkarīgi. Tad to varbūtības reizinājumu novērtē no augšas varbūtību P((=0). Tas ir lai kliķes ar numuriem 1,...,k nosaka neatkarīgus atlikušos notikumus, tad
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Tā kā 
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Atliek atrast pietiekoši labu k.

Notikumi 
[image: image18.wmf]0
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 neatkarība nozīmē, ka i-tajai un j-tajai 3-virsotņu apakškopai nevar būt kopējās šķautnes. Tieši ar šādu īpašību ir jāizvēlas pirmie k trijnieki.

To darīsim tā: (
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, t.i. vienkārši sadalīsim grafa virsotnes grupās pa trim. Šādu grupu skaits 
[image: image21.wmf]ú

û

ú

ê

ë

ê

=

3

n

k

.

Līdz ar to 
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Novērtējošās funkcijas galvenā mūs interesējošā īpašība it tiekšanās uz 0 pie n((. Kā tas notiek, rāda pievienotā tabula 1. (vidējā aile).


Noskaidrot grafu īpašības, kuru izpildīšanās varbūtība tiecas uz 1 pie n((, tad arī ir viens no klasiskiem gadījuma grafu teorijas uzdevumiem. Atšķirībā no klasiskās grafu teorijas, kura darbojas ar īpašībām, kas spēkā vienmēr.
Tabula 1.

	1
	1
	1

	2
	1
	1

	3
	8.75000E-01
	1

	4
	8.75000E-01
	1

	5
	8.75000E-01
	1

	6
	7.65625E-01
	1

	7
	7.65625E-01
	1

	8
	7.65625E-01
	1

	9
	6.69921E-01
	1

	10
	6.69921E-01
	2.63075E-01

	20
	4.48795E-01
	6.92087E-02

	30
	2.63575E-01
	1.82071E-02

	40
	1.76245E-01
	4.78985E-03

	50
	1.18367E-01
	1.26009E-03

	60
	6.92287E-02
	3.31499E-04

	70
	4.63644E-02
	8.72094E-05

	80
	3.10605E-02
	2.29426E-05

	90
	1.62071E-02
	6.53563E-06

	100
	1.21973E-02
	1.50783E-06


Ja īpašības izpildīšanās varbūtība tiecas uz 1 pie n((, tad praksē tas nozīmē, ka pie pietiekoši lieliem n šī īpašība izpaudīsies gandrīz tikpat droši, kā stingri pierādāmas grafu teorijas īpašības. Mūsu piemērā tas būtu 3-virsotņu kliķes eksistence salīdzinājumā ar īpašību par savstarpēji pazīstamiem un nepazīstamiem cilvēkiem.
No praktiskā viedokļa būtu arī derīgi, lai tiekšanās uz 1 būtu pietiekoši strauja (vai pretējā notikuma varbūtību novērtējošās funkcijas tiekšanās uz 0). Mūsu gadījumā viegli var atrast labāku novērtējošu funkciju (tabula 1, 3 aile).

10 –virsotņu grafam darīsim to šādā veidā:

{1,2,3},{2,4,5},{3,5,6},{4,7,8},{5,8,9},{6,9,10},{1,4,6},{1,7,10},{2,7,9},{3,8,10}.

To ilustrē diagramma:


[image: image23](pirmie 6 trijnieki iekrāsoti)
Ja n ir jebkurš cits 10. daudzkārtnis, tad atbilstošo virsotņu kopu sadalīsim nešķelošās grupās pa 10 virsotnēm, kuru ietvaros pēc dotās shēmas izvēlēsimies katrā pa 10 trijniekiem.
Tātad šādiem n mēs protam izvēlēties k=n meklētos trijniekus. Patvaļīgam n apmierināsimies ar 
[image: image24.wmf]10
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Bet tā ne tuvu nav robeža. Piemēram, pie n=100 viegli dabūt vēl 100 trijniekus, būvējot tos uz grupu pirmajām virsotnēm, otrajām virsotnēm utt. Tas dod 
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Vēlreiz atgriezīsimies „socioloģiskajā” kontekstā, minēto rindu aplūkošana vedina domāt, ka divu cilvēku savstarpējās pazīšanās varbūtības vienādība ar 
[image: image26.wmf]2
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 nav diez cik tipiska.

Mūsu modeli ir viegli precizēt, papildinot iepriekš definēto grafu ģeneratoru ar parametru p:

procedure RANDOM_GRAPH(edge_list, n, p), kuru lietosim konstantes 0.5 vietā.
Pie modificēta procesa katra šķautne parādās ar varbūtību p (ja vien 0 ( p ( 1), bet iztrūkst ar varbūtību q = 1 – p. Tāpēc šoreiz
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Nu vairs visi grafi neparādās ar vienu un to pašu varbūtību. Un šāds modelis ir reālistiskāks praktiskajiem pielietojumiem. Apzīmēsim to ar simbolu ((n, p).

Diemžēl pie mazām p vērtībām mūsu modificētā procedūra kļūst pārāk izšķērdīga laika ziņā.

Stāvokli labo šāda tās versija:

procedure RANDOM_GRAPH(edge_list, n, p);


edge_list:= tukšs saraksts;


for i=1 to n-1


loop for j = i 



while j ( n


loop 
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if j ( n then pievienot edge_list pāri (i, j)



        endif



endloop


endloop

endprocedure
Ģenerēšanas laiks tagad ir O(n + |E(G)|).
Pēdējās procedūras pamatā ir šādi teorētiski apsvērumi:

Ja virsotne j ir virsotnes i kaimiņš, tad ar varbūtību q​k-1p, virsotne j + k arī ir virsotnes i kaimiņš, bet virsotnes j+1,j+2, ..., j+k+1 nav virsotnes i kaimiņi. Ja ar ( apzīmējam gadījuma lielumu, kurš rāda, kurš no skaitļiem pēc kārtas j+1,j+2,... ir pirmais virsotnes i kaimiņš pēc j, tad
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Kā ģenerēt šādi sadalītu gadījuma skaitļus, ja mūsu rīcībā ir (0,1) vienmērīgi sadalītu gadījuma skaitļu ģenerators? Apzīmēsim pēdējo izdoto vērtību ar ( un aplūkosim skaitļu ass punktus: 0, ..., qk, qk-1, ...,q, 1.
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Tātad 
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