16. Grafu sakarība


Virkni (a1,a2,...ak), kur (i=1,2,..,k-1 ((ai,ai+1)(E(G) sauc par grafa G maršrutu, kas savieno virsotnes a1 un ak. Ja a1=ak, tad maršrutu sauc par ciklisku, slēgtu vai tml.

Katram maršrutam (a1,a2,...ak), eksistē ķēde 
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 tajā pašā grafā.


Tātad savienojamība ar maršrutu ir ekvivalenta savienojamībai ar ķēdi. Teiksim vēl, ka L0 savieno virsotni pašu ar sevi.


Grafu sauc par sakarīgu, ja katrām divām tā virsotnēm eksistē maršruts, kas tās šajā grafā savieno.


Predikāts, kas divām virsotnēm apgalvo to savienojošā maršruta eksistenci, ir ekvivalences tipa, pēc kura grafa virsotnes sadalās ekvivalences klasēs:

· katrām divām vienas klases virsotnēm šāds maršruts ir

· jebkurām divām virsotnēm no dažādām klasēm šāda maršruta nav.


Inducētos apakšgrafus, kurus nosaka šīs klases, sauc par sakarīgajām komponentēm (vai sakarības komponentēm).


Sakarīgs grafs ir pats sev vienīgā sakarīgā komponente.


Ja grafam ir tieši divas virsotnes ar nepāra pakāpi, tad tās pieder vienai un tai pašai sakarīgai komponentei.


Ja sakarīga grafa visas virsotnes ir ar pakāpi 2, tad tas ir cikls.


Grafs ir sakarīgs tad un tikai tad, ja tā virsotņu kopu nevar sadalīt divās netukšās nešķeļošās apakškopās 
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 tā, ka katras šķautnes abas galu virsotnes piederētu vienai un tai pašai no minētām apakškopām.


Pierādījums


Pieņemsim, ka mūsu grafs ((, jo citādi nav ko rādīt.


Nepieciešamība. Lai sakarīgu grafu tomēr ir izdevies tā sadalīt. Tā kā grafs ir sakarīgs. tad tajā eksistē ķēde 
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. Ejot pa šo ķēdi virzienā no x uz y mēs neizbēgami nonāksim pie šķautnes, kas savienos virsotnes no dažādām apakškopām, jo citādi nevarētu sasniegt y, bet tas ir pretrunā ar pieņemto sadalījumu.


Pietiekamība. Lai, tomēr, neskatoties uz tāda sadalījuma neiespējamību dotais grafs nav sakarīgs, ņemsim par 
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 visas tās vienas sakarīgās komponentes virsotnes. Pēc pieņēmuma ((a,b)(E(a(
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). Bet tas nozīmē, ka eksistē maršruts, kas savieno virsotnes no dažādām sakarīgām komponentēm.(

Lai S0,S1,...,Sk ir tāds grafa G saslāņojums, kuram G(S0) sakarīgs. Tad G ir sakarīgs tad un tikai tad, ja 
[image: image10.wmf])

(

0

G

V

S

k

i

i

=

=

U

.


Pierādījums


Pietiekamība. Skaidrs, ka G(S0) ir apakšgrafs kādai G sakarīgai komponentei. Pēc saslāņojuma 3. īpašības, katra virsotne(Si t.i., pēc dotā, katra no V(G) saistībā ar ķēdi ar kādu virsotni no S0, kas arī nozīmē G sakarību.


Nepieciešamība. Lai tomēr, neskatoties uz G sakarību, 
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. Tad pēc agrākas teorēmas ((a,b)(E(a(
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). Bet b(A(a), kas saskaņā ar saslāņojuma 4. īpašību nozīmē 
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Secinājums: Sakarīgā grafā ar n virsotnēm ir vismaz n-1 šķautne.


Pierādījums


Saslāņosim doto grafu pie kāda S0, kam |S0|=1. No 3. saslāņojuma īpašības tad seko, ka mūsu grafam ir vismaz 
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	n
	((n) sakarīgo grafu skaits
	((n) nesakarīgo grafu skaits
	|((n) |
	%

	1
	1
	0
	1
	100

	2
	1
	1
	2
	50

	3
	4
	4
	8
	50

	4
	38
	26
	64
	59

	5
	728
	296
	1024
	71


Šoreiz interesi izraisa sakarīgo grafu daļas uzvedība.

S(n) – sakarīgo grafu apakškopa no ((n)
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 - nesakarīgo grafu apakškopa.


Jautājuma noskaidrošanai derīgi aplūkot īpašu grafu kopu N(n) - ((n) grafi, kuros vismaz divas virsotnes v, w ir bez kopējiem kaimiņiem.
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, šo pēdējo lielumu novērtēsim no augšas.

N(n,v,w) - ((n) grafi, kuros fiksētas virsotnes v, w ir bez kopējiem kaimiņiem.


Prasīsim N(n,v,w)= N(n,w,v)


N(n)=N(n,v1,v2)( N(n,v1,v3)(... (N(n,vn-1,vn)

Nav pārāk grūti aprēķināt |N(n,v,w)|:
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Pie n=4 šis lielums ir 36. Šeit ceturtā daļa attiecīgo grafu:
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Ir novērtējums 
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	n
	1
	2
	3
	4
	5

	|N(n)|(
	0
	2
	18
	216
	4320



Redzam, ka pie maziem n novērtējums ievērojami pārsniedz pat visu grafu skaitu.


Tuvāk pētīsim daļu
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2-log3 ( 0.415, lielāks pa 0, tāpēc daļa (0 pie n((. Pēc n=1 šī daļa atkārtoti kļūst mazāka pa 1 pie n=21.


Tā kā 
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, kas nozīmē pierādītu teorēmu:

Gandrīz visi ((n) grafi ir sakarīgi.(

Patiesībā ir pierādīts krietni vairāk: 
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, t.i. gandrīz visi grafi no ((n) ir tādi, ka katram to virsotņu pārim ir vismaz viena kopīga kaimiņu virsotne.


No šejienes slēdziens par diametru:

Gandrīz visu ((n) grafu diametrs vienāds ar 2.

Gandrīz visi klases ((n) grafi ir sakarīgi.


Pierādījums


Novērtēsim ((n) nesakarīgo grafu skaitu. Lai to apakšklase ir (0(n).


Viegli redzēt, ka katram nesakarīgam grafam eksistē vismaz viens tādu virsotņu pāris, kurām nav neviena kopēja kaimiņa. Lai A(n,x,y) ir to grafu kopa, kuriem fiksētas virsotnes x un y ir bez kopējiem kaimiņiem, bet A(n) – to grafu kopa, kuriem eksistē vismaz viens tāds paris.


Liksim 
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Bez grūtībām 
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Tā kā 
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, tad |A(n)|(M(2M-(2-log3)(n-2).


Bet tā kā (0(n)(A(n), tad
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Šo pašu var attīstīt arī klasei ((n,p), parādot, ka P(G(((n,p) ir sakarīgs)
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 pie jebkura p>0.
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