17. Sadalošās virsotnes

Sakarīga grafa G virsotni a sauc par sadalošo virsotni, ja grafs G-a ir nesakarīgs.

Sakarīga grafa G šķautni (a,b) sauc par tiltiņu, ja grafs G-(a,b) ir nesakarīgs.


Ja (a,b)(E(G) ir sakarīgā G tiltiņš, tad grafam G-(a,b) ir tieši divas sakarīgās komponentes.


Sakarīga grafa virsotne a ir sadalošā virsotne tad un tikai tad, ja eksistē tādas divas virsotnes x un y, ka katra tās savienojošā ķēde iet caur virsotni a.


Pierādījums


Nepieciešamība. Tā kā grafs G-a ir nesakarīgs, tad tam ir vismaz divas sakarīgās komponentes. Lai x un y ir tās pārstāvošās virsotnes. Acīmredzami katrai x un y savienojošai ķēdei jāiet caur a.


Pietiekamība. Ja katra ķēde, kas savieno kādas divas virsotnes x un y iet caur virsotni a, tad grafā G-a šīs virsotnes nevar būt savienotas ar ķēdi, t.i. grafs G-a nav sakarīgs.(

Nevar būt, ka visas kāda sakarīga grafa virsotnes ir sadalošās virsotnes – vismaz divas tādas nav.


Pierādījums


Lai ķēde 
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 ir garākā ģeodēziskā ķēde. Pieņemsim, ka v ir sadalošā virsotne. Grafā G-v ir virsotne w, kas nepieder u-komponentei un ir v kaimiņos. Bet tad ķēde 
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 ir ģeodēziska, kas ir pretrunā ar 
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 garuma maksimālumu.(

Bet pavisam viegli dabūt grafus, kuru visas šķautnes ir tiltiņi.

Sakarīgā grafā bez sadalošām virsotnēm caur jebkurām šķautnēm iet cikls.


Pierādījums


Pierādīsim ar indukciju pēc grafa virsotņu skaita n, grafu apzīmēsim ar G.


Viegli pārbaudīt, ka, ja bez virsotnēm, kas pieder abām dotajām šķautnēm, citu virsotņu nav, tad n=3 vai 4 un tāds cikls vienmēr eksistē.


Lai prasītais ir spēkā patvaļīgam grafam, kas apmierina dotos nosacījumus un kuram virsotņu skaits mazāks par n, aplūkosim tādu grafu ar n virsotnēm, ja tajā ir virsotne x, kas nav incidenta ar dotām šķautnēm, un kuru izmantot iegūtais grafs atkal ir bez sadalošām virsotnēm, tam tāds cikls ir pēc indukcijas pieņēmuma. Lai G-x ir ar sadalošo virsotni y un A1,A2,... ir grafa G-x-y sakarīgo komponenšu virsotņu kopas.


Pierādīsim, ka grafs G(Ai({x,y})((x,y) ir bez sadalošajām virsotnēm. Lai tāda virsotne grafam ir, bet tad nav grūti pārbaudīt, ka šī virsotne ir sadalošā visā grafā G, kas nav pēc dotā.


Saskaņā ar indukcijas pieņēmumu pēdējā grafā caur jebkurām divām šķautnēm iet cikls. Ja (x,y)(E(G) un šajā grafā ir abas izvēlētās šķautnes, tad viss kārtībā. Tāpēc lai (x,y)(E(G) un abas šķautnes tāpat ir šeit. Acīmredzami grafā G(Aj({x,y}) ir ķēde, kas savieno x ar y. Ar to tad var aizstāt pēc indukcijas pieņēmuma eksistējošā cikla šķautni (x,y) pie i(j. Ja dotās šķautnes ir grafos G(Ai({x,y}) un G(Aj({x,y}) pie i(j, tad pēc indukcijas pieņēmuma eksistē cikls caur doto šķautni un (x,y). Abus šādus ciklus apvienojot dabū meklēto ciklu.(
Sakarīgā grafā ir šādas līdzvērtīgas īpašības:


1. neviena virsotne nav sadalošā


2. caur jebkurām divām šķautnēm iet cikls


3. caur jebkuru šķautni un virsotni iet cikls


4. caur jebkurām divām virsotnēm iet cikls.
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