18. Koks

Sakarīgu grafu bez cikliem sauc par koku.

Šādas n-virsotņu grafa T īpašības ir ekvivalentas:


1) T ir koks


2) T ir sakarīgs un katra tā šķautne ir tiltiņš


3) T ir sakarīgs un ar n-1 šķautni


4) T ir bez cikliem un ar n-1 šķautni


5) katras divas T virsotnes savienotas ar tieši vienu ķēdi


6)T ir bez cikliem, taču jebkuru divu ne kaimiņu virsotņu savienošana ar 
šķautni dod ciklu.


Pierādījums

 
1)(2): Sakarīgs pēc dotā. Nevienas šķautnes izmešana nevar dot sakarīgu grafu, jo tad dotajā grafā būtu cikls.


2)(3): Ar indukciju pēc n. Izmetot šķautni, T\(a,b) sadalās tieši divās komponentēs, kas ir sakarīgas un kuru katra šķautne ir tiltiņš, un kuru virsotņu skaiti ir n1,n2. Tad T šķautņu skaits (n1-1)+(n2-1)+1=(n1+n2)-1=n-1.


3)(4): Ja būtu cikls, tad kādas šķautnes izmešana neietekmētu sakarību, jo to varētu aizstāt ar pārējo cikla gabalu, saglabājot saistību ar maršrutu.


4)(5): Skaidrs, ka nevienas divas virsotnes nevar būt savienotas ar vairāk kā vienu ķēdi. Jāpierāda, ka grafs ir sakarīgs. Lai tā nav, un tas sadalās vairākās sakarīgās komponentēs. Tad katra komponente ir bez cikliem un sakarīga, tātad koks. Lai to virsotņu skaiti ir n1,n2,.... Pēc jau pierādītā, to šķautņu skaiti ir ni-1, tātad T šķautņu skaits = 
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, kas var būt vienāds ar n-1 vienīgi tad, ja i(1.


5)(6): Acīmredzami


6)(1): Tā kā šķautnes pievienošana dod ciklu, tad tam caur šo šķautni jāiet. Tāpēc pirms tam jau bija ķēde, kas savieno šīs virsotnes.(

Nolūkā gūt priekšstatu par konkrētu koku izskatu aplūkosim visus neizomorfus kokus pie atsevišķiem fiksētiem virsotņu skaitiem.

	Grafi ar n-1 šķautni
	Koki
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Katram kokam, atšķirīgam no K1, ir vismaz divas virsotnes ar pakāpi 1.

Pierādījums ar indukciju pēc šķautņu skaita.(
Ja T-koks, tad arī T(x((x,y), kur y(V(T), x(V(T) ir koks.

Dota grafa parciālgrafu, kurš ir koks, sauc par šī grafa skeletu.

Grafs ir sakarīgs tad un tikai tad, ja tam eksistē skelets.

Sakarīga grafa sadalošā virsotne nav ar pakāpi 1 nevienā šī grafa skeletā.


Lai A ir n(n kvadrātiska matrica, kas pie dota grafa ar n virsotnēm v1,v2,...,vn ir šāda:
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Tad visi galvenās diagonāles elementu minori vienādi ar dotā grafa dažādo skeletu skaitu.

Pierādījums šeit netiks aplūkots un ir atrodams Barža grāmatā.(

[image: image14]
Piemērs 1. Grafam G atbilst matrica 
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Tās pēdējā elementa minors 
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Piemērs 2. Grafam Kn atbilsts 
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Jāparēķina determinants
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Secinājums. Klasē ((n) ir nn-2 koki.


Par orientētu koku sauc orientētu grafu, kurš kļūst par koku, ja visas tā šķautnes aizstāj ar neorientētām šķautnēm.

Piemēram


[image: image19]

Par koku ar sakni sauc orientētu koku, kurā eksistē tāda virsotne s, kas ar katru koka virsotni ir savienota ar orientētu ķēdi (
[image: image20.wmf]º

ceļu), izejošu no s.


Kokam ar sakni var būt tikai viena sakne.


Katra virsotne ar sakni ir savienota ar tieši vienu ceļu.


Parasti kokā ar sakni ceļu, kas savieno virsotni a ar b, apzīmē šādi 
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. Ja grib izcelt kādas šī ceļa šķautnes vai virsotnes, tad var sarežģītāk 
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Ja T ir koks ar sakni, tad par virsotnēm a, b, kam [a,b](E(T) saka, ka a ir b tēvs, b ir a dēls.


Visas virsotnes, kam 
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 sauc par a pēctečiem, visas virsotnes, kam 
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 sauc par a senčiem.
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