20. Grafu caurskates


Par grafa caurskati sauc sistemātisku tā virsotņu un šķautņu aplūkošanu. Parasti uzmanību vērš uz šķautnēm, jo tad virsotnes aplūkojas automātiski.


Vienkāršākais caurskates veids ir caurskate plašumā, kuru apzīmē uz angļu valodas bāzes ar BFS. Tā visciešākajā veidā saistīta ar grafa slāņošanu. t.i. procesu, kura gaitā sākot ar kādu kopu S0 būvē kopas 
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Nav grūti redzēt, ka 
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. Pēdējā vienādība ir tālāk esošā algoritma pamatā.

1. procedure BFS;

2. 
quene RINDA; integer array SLĀNIS; list array A;

3. 
begin

4. 

RINDA:=tukša rinda; A:=grafa kaimiņu saraksti;

5. 

RINDA(s; comment s - patvaļīga virsotne;

6. 

SLĀNIS(s):=0;

7. 

atzīmē s par izskatītu;

8. 

while RINDA nav tukša do
9. 


v(RINDA;

10. 


for w(A(v) do
11. 



if w nav izskatīta then
12. 




RINDA(w;

13. 




SLĀNIS(w):=SLĀNIS(v)+1;

14. 




iezīmēt šķautni (v, w);

15. 




atzīmēt w par izskatītu;

16. 

fi od od

17. 
end


Viegli redzēt, ka algoritma darba beigās masīvā SLĀNIS ir kodēta informācija par dotā grafa saslāņojumu ar slāni S0={s}. Atzīmētās šķautnes nosaka dotā grafa skeletu un ir tādas, kas savieno virsotnes no blakus slāņiem.


Darbs saskaņā ar šo algoritmu prasa laiku O(m).


Caurskati BFS var lietot grafa sakarības noteikšanai, jo beigās ir viegli pārliecināties, vai katra virsotne tikusi kādā slānī. Var arī pa ceļam saskaitīt aplūkotās virsotnes un tad šo skaitu salīdzināt ar n. Nekādas grūtības nesagādā arī sakarīgo komponenšu noteikšana.


Caurskati BFS var lietot arī grafa diametra un rādiusa atrašanai. Pirmajā gadījumā jāatrod lielākais iespējamais, otrajā gadījumā mazākais iespējamais no tālākajiem slāņiem, veicot BFS, pēc kārtas par sākotnējo ņemot katru virsotni (viegli redzēt, ka tālākā slāņa numurs ir 
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1. 
Tagad apskatīsim caurskati dziļumā – DFS.

2. procedure DFS(v); external list array A;

3. 
begin atzīmē v par izskatītu;

4. 

for w(A(v) do
5. 


if w nav izskatīta then
6. 



iezīmēt (v, w) kā „zaru” ar orientāciju [v, w];

7. 



call DFS(w);

8. 


else if pāris (v, w) nav iezīmēts then
9. 



iezīmēt (v, w) kā „lapu” ar orientāciju [v, w]; fi fi
10. 

od

11. 
end

Šāds varētu būt procedūras DFS lietošanas paraugs:


begin list array A initial (grafa kaimiņu saraksti);



atzīmēt visas dotā grafa virsotnes par neizskatītām;



while eksistē neizskatīta virsotne do call DFS(s);


od end


Pēdējā programmā cikls tiek izpildīts tik reižu, cik ir sakarīgo komponenšu dotajā grafā, un katrā ciklā tiek atzīmētas visas tieši tās vienas komponentes virsotnes, kurai pieder šajā reizē izvēlētā virsotne.


Pierādījums


Skaidrs, ka pietiek pierādīt apgalvojuma otro daļu, jo pirmā no tās tieši seko.


Aplūkosim cikla patvaļīgu izpildi, kuru sākot, izvēlas vēl neizskatītu virsotni s. Saskaņā ar procedūru DFS izskatīta tiek virsotne s, tās kaimiņi, kaimiņu kaimiņi utt. Tas nozīmē, ka pie šīs mūsu cikla izpildes atzīmētajās virsotnēs inducētais apakšgrafs ir sakarīgs, pie tam tāds, kas satur virsotni s. Tātad visas šīs virsotnes pieder vienai un tai pašai virsotni s saturošai dotā grafa sakarīgai komponentei. Bet tā kā procedūra DFS izskata visus jau izskatītas virsotnes kaimiņus, tad tiks izskatītas visas šis sakarīgās komponentes virsotnes.(

Šīs programmas darba laiks ir O(n+m).


Par zariem nosauktās šķautnes nosaka katras apstrādāta grafa sakarīgās komponentes skeletu; orientētie koki, kurus nosaka zariem piešķirtā orientācija ir koki ar sakni, kura ir katras sakarīgās komponentes pirmā izskatītā virsotne; ja [v, w] ir par lapu atzīmēta orientēta šķautne, tad atbilstošajā sakņainajā kokā eksistē ceļš 
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Pierādījums


1) Pierādām ar indukciju. Kamēr neviena šķautne vēl nav nosaukta par zaru, ir koks [{s},Ø]=Tn. Lai k DFS darba gaitā ņemtiem zariem atbilst koks Tk, kura virsotnes ir šo zaru gala virsotnes, t.i., visas līdz šim izskatītās virsotnes no apstrādājamās komponentes. (k+1)-ā zara viena virsotne v ir jau izskatīta un tāpēc v(V(Tk), bet otra virsotne w vēl nav izskatīta un tāpēc w( V(Tk). Bet tad saskaņā ar jau agrāk pieminēt īpašību grafs Tk([{v, w},{(v, w)}] ir koks un to nosaka kr1 DFS darba gaitā ņemts ???. Kad zaru vairāk nav, kas nozīmē, ka vairāk nav neizskatītu komponentes virsotņu, tad ir dabūts tās skelets.


2) Tikko aplūkotajā skeleta būvēšanas gaitā zariem tiek piešķirta orientācija no jau izskatītas virsotnes uz vēl neizskatītu. Tātad acīmredzami eksistē ceļš no virsotnes s uz katru citu virsotni.


3) Vēl vairāk, saskaņā ar procedūras DFS definīciju sakņainajā kokā eksistē ceļš no patvaļīgas virsotnes x uz katru, kas tiek izskatīta izsaukuma call DFS(x) realizēšanas gaitā. Par to var pārliecināties ar konstrukciju, kas analoģiska iepriekšējai vienīgi sākas ar citu virsotni (x).


Ja [v, w] ir par lapu nosauktā orientētā šķautne, tad šīs nosaukšanas brīdī virsotne v ir nupat kā izskatīta, bet virsotne w ir bijusi izskatīta agrāk. Tātad ir bijis brīdis, kad ir sakne w tikusi tajā skatīta un, protams, virsotne v vēl nebijusi izskatīta. Tā kā v(A(w), tad virsotne v tiks izskatīta izsaukuma call DFS(w) realizēšanas gaitā, un saskaņā ar iepriekšējo, eksistē ceļš „pa zariem” 
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Par palmu sauc orientētu grafu, kurā ir divu tipu šķautnes – zari un lapas, ar īpašībām:


1) zari nosaka sakņojuma skeletu (t.i. sakņainu koku, kura virsotņu kopa ir 
dotā grafa virsotņu kopa)


2) katrai lapai [v, w] eksistē ceļš skeletā.


Ar procesa DFS palīdzību katru grafa sakarības komponenti var pārvērst par palmu.


Palmas piemērs:


[image: image6]

Ja speciāli parūpējas par sarakstiem A(vi), tad katru palmu var iegūt ar DFS no atbilstoša neorientēta grafa.


Faktu, ka šķautne [v, w] ir aplūkojamās palmas lapa pierakstīsim tā v(w.


Var aplūkot orientētus ceļus, kas sastāv gan no zarie3m, gan lapām. Mūs interesēs ceļi, kuri sastāv no zariem un vienas lapas, kas ir to beigās. Šādus ceļus dabīgi pierakstīt tā: 
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Veicot caurskati DFS, ir dabīgi katrai virsotnei piekārtot numuru, kas rāda kura tā ir izskatīšanas kārtībā, t.i., sākumā virsotnei piekārtojam numuru 1, pirmajam tās izskatāmajam kaimiņam 2 utt. Patvaļīgas virsotnes v numuru apzīmēsim ar N(v); to attiecināsim arī uz katru palmu, ka kā jau teikts, iegūstama ar kāda DFS palīdzību.


Pie tikko izdarītajiem pieņēmumiem katrā palmā:


1) 
[image: image8.wmf])

(

)

(

w

N

v

N

v

w

<

Þ

¾

®

¾

*

,


2) 
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