28. Multisakarība

Pamatīpašības

Ķēdes virsotnes, kas nav tās gali, sauksim par ķēdes iekšējām virsotnēm.

Definīcija

Saka, ka grafs ir k-sakarīgs, ja katrām tā divām virsotnēm eksistē vismaz k šīs virsotnes savienojošu ķēžu bez kopējām iekšējām virsotnēm (iekšēji nešķeļošās ķēdes).

Īpašība 1

Ja grafs ir k-sakarīgs, tad
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Īpašība 2

Visiem k1 > k2 no k1-sakarības seko k2-sakarība.

Īpašība 3

Ja grafs ir nesakarīgs, tad tas ir 0-sakarīgs un nav 1-sakarīgs.

Īpašība 4

Grafs ir sakarīgs, tad un tikai tad, ja tas ir 1-sakarīgs.

Īpašība 5

Pilns grafs Kn ir (n – 1)-sakarīgs.

Īpašība 6

Koks nav 2-sakarīgs.

Definīcija

Sakarīga grafa G = (V, E) virsotņu apakškopu 
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 sauc par sadalošo kopu, ja grafs G(V – S) ir nesakarīgs.

Īpašība 7

Sakarīga grafa sadalošā virsotne veido sadalošo kopu.

Īpašība 8

Sakarīga grafa saslāņojuma iekšējie slāņi ir sadalošās kopas.

Īpašība 9

Grafam Kn nav nevienas sadalošās kopas.

Kēniga-Holla un Mengera teorēmas

Definīcija

Grafa G = (V, E) virsotņu apakškopu S sauc par virsotnes x un y atdalošo kopu, ja x un y pieder dažādām G(V – S) sakarīgajām komponentēm.

Mengera teorēma

Lielākais iespējamais nekaimiņu virsotnes x un y savienojošu iekšēji nešķeļošos ķēžu skaits vienāds ar mazākās x un y atdalošās kopas apjomu.

Pierādījums.

Lai mazākās x un y atdalošās kopas apjoms ir k.

Skaidrs, ka x un y nevar savienot vairāk kā k iekšēji nešķeļošās ķēdes, tāpēc atliek pierādīt, ka tādu ķēžu ir vismaz k.

Šīs lietas pierādīšanai ir daudz ceļu. Mūsu izvēle tagad prasa nelielu atkāpi, pievēršoties vienai skaistai divdaļīgu grafu īpašībai.

Definīcija

Par dota grafa virsotņu sapārojumu sauc apakšgrafu, kura visu virsotņu pakāpes ir 1.

Mūs interesē divdaļīga grafa sapārojumi. Skaidrs, ka šajā gadījumā katra sapārojuma šķautne satur pa vienai virsotnei no katras daļas.

Lai, kā agrāk, A(S) ir virsotņu kopas S kaimiņu slānis.

Kēniga-Holla teorēma

Divdaļīgam grafam G = (V1, V2, E) tad un tikai tad eksistē sapārojums, kas satur visas V1 virsotnes, ja
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Pierādījums.

Nepieciešamība ir acīmredzama.

Pietiekamību pierādīsim ar indukciju pēc V1 apjoma n1.

Ja n1 = 1, tad acīmredzami viss kārtībā.

Lai teorēmas apgalvojums ir spēkā katram divdaļīgam grafam ar pirmās daļas apjomu mazāku par n1.

Iespējami divi gadījumi (pie dabiska nosacījuma, ka 
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Ņemot patvaļīgu šķautni (v1, v2) un izmetot no dotā grafa virsotnes v1, un v2, iegūstam divdaļīgu grafu, kas noteikti apmierina teorēmas nosacījumus un kuram pirmā daļa satur n1 – 1 virsotni. Samazinātā grafa sapārojums kopā ar šķautni (v1, v2) dod meklēto sapārojumu.

(2) 
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Apakšgrafs 
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 apmierina teorēmas nosacījumus, un tā kā |S1| < n1, tad tajā eksistē sapārojums, kas satur visas S1 virsotnes.

Cita grafa G daļa 
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 arī apmierina teorēmas nosacījumus, jo pretējā gadījumā kādai kopai 
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 būtu |S| > |A(S) – A(S1)|, bet tad
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 = |S1| + |S| > |A(S1)| + |A(S) – A(S1)| = |A(S1) 
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 A(S)| = |A(S1 
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pretrunā ar teorēmas nosacījumu dotajam grafam.

Un tā kā arī |V1 – S1| < n1, tad arī šai daļai ir vajadzīgais sapārojums, kas kopā ar iepriekšējo dod meklēto.
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Tagad esam gatavi turpināt Mengera teorēmas pierādījuma otro daļu.

Pierādīsim ar indukciju pēc dotā grafa virsotņu skaita n.

Pie n = 2 viss kārtībā.

Lai pierādāmais apgalvojums ir spēkā visiem grafiem ar mazāk par n virsotnēm.

Aplūkosim grafu G ar n virsotnēm, kurā divu nekaimiņu virsotņu x un y mazākās atdalošās kopas apjoms ir k.

Šķirosim vairākus gadījumus.

(1) Ja mūsu grafs satur virsotni, pēc kuras izmešanas x un y joprojām atdala k virsotnes, tad pierādāmā lieta ir spēkā pēc indukcijas pieņēmuma.

(2) Lai turpmāk jebkuras no x un y atšķirīgas virsotnes izmešana dod grafu, kurā mazākā x un y atdalošā kopa ir ar apjomu mazāku par k.

Pavisam viegli redzēt, ka tādā gadījumā katra šāda virsotne pieder kaut kādai mazākajai x un y atdalošai kopai.

Ja mūsu grafā ir tāda x un y atdaloša k-virsotņu kopa S, pēc kuras izmešanas x un y saturošās sakarīgās komponentes katra satur vismaz divas virsotnes, tad meklējamās ķēdes iegūstamas sekojošā veidā.

Lai S = {s1, s2, ... sk}. Izmetot no G visas virsotnes no minētās x saturošās komponentes, izņemot pašu x, un pievienojot šķautnes (x, s1), (x, s2), ... (x, sk), iegūsim grafu ar mazāk par n virsotnēm, kuram mazākā x un y atdalošā kopa ir ar k virsotnēm.

Pēc indukcijas pieņēmuma šeit eksistē k x un y savienojošas iekšēji nešķelošās ķēdes. Paņemsim to apakšķēdes y–...–s1, y–...–s2, ... y–...–sk.

Analoģiski rīkojoties ar y saturošo komponenti, iegūstam apakšķēdes x–...–s1, x –...–s2, ... x –...–sk, kuras savienojot ar iepriekšējām, konstruējam meklētās k ķēdes.

(3) Lai turpmāk katra mazākā x un y atdalošā kopa S ir tāda, ka x vai y ir vienīgā virsotne attiecīgajā grafa G – S sakarīgajā komponentē.

Tas nozīmē, ka 
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. Vēl vairāk, tieši no virsotnes vienīguma komponentē seko, ka S = A(x) vai S = A(y).

Tā kā pieņēmums (2) nozīmē, ka katra virsotne, kas atšķirīga no x un y, pieder kādai mazākajai x un y atdalošai kopai, tad katra no x un y atšķirīga virsotne tagad izrādās kaimiņš vienai no virsotnēm x vai y.

Ja kāda virsotne z ir kaimiņš abām virsotnēm x un y vienlaicīgi, tad tās izmešana noved pie grafa, kurā mazākā x un y atdalošā kopa ir ar k – 1 virsotni un kurā pēc indukcijas pieņēmuma ir k – 1 vajadzīgās ķēdes. Tās kopā ar ķēdi x–z–y dod meklētās ķēdes dotajam grafam.

(4) Lai turpmāk katra no x un y atšķirīga aplūkojamā grafa virsotne ir kaimiņš virsotnei x vai virsotnei y, bet ne abām vienlaicīgi.

Pierādīsim, ka divdaļīgajā grafā

D = 
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eksistē sapārojums, kas satur visas A(x) virsotnes.

Tiešām, katrai kopai 
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 dotajā grafā atdala virsotnes x un y. Tātad
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Tā kā |A(x)| = k, tad iegūtā nevienādība dod sekojošo
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Saskaņā ar Kēniga-Holla teorēmu, pēdējā nevienādība nodrošina meklēto sapārojumu, kura šķautnes kopā ar x un y incidentajām šķautnēm savukārt dod meklētās k ķēdes.

Mengera teorēma pierādīta. 






■
Secinājumi un noslēguma piezīmes

Secinājums

Sakarīgs grafs, kas nav pilns grafs, ir k-sakarīgs tad un tikai tad, ja katra tā sadalošā kopa satur vismaz k virsotnes.

Secinājums

Sakarīgs grafs bez sadalošajām virsotnēm ir 2-sakarīgs.

Teorēma

Šķautņu kritisks k-sakarīgs grafs satur vismaz vienu virsotni ar pakāpi k.

Šis fakts nav triviāls, tomēr var izrādīties derīgs. Pierādījumu izlaižam.

Vēl pāris interesantu faktu:

Fakts

Ja grafs G ir k-sakarīgs, x1, x2, ... xk
[image: image24.wmf])

(

G

V

Î

, 
[image: image25.wmf])

(

G

V

x

Ï

, tad grafs


[image: image26.wmf])}

,

),...(

,

(

),

,

{(

2

1

k

x

x

x

x

x

x

G

È


arī ir k-sakarīgs.

Fakts

Ja grafs G ir k-sakarīgs, tad grafs
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arī ir k-sakarīgs.

Sakarīgo komponenšu ideju var vispārināt arī uz k-sakarību, tomēr tas izrādās netriviāli jau 3-sakarības gadījumā.

2-sakarības gadījumā gan vēl sarežģījumu nav, piemēram, tiltiņi un bloki ir 2-sakarīgās komponentes.
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