29. Planaritāte.
Par plaknes līniju sauksim galīga garuma nepārtrauktu līkni, kas pati ar sevi nekrustojas. Teiksim, ka līnija savieno savus gala punktus. Pārējos tās punktus sauksim par iekšējiem punktiem.

Plaknes līniju konfigurāciju sauc par grafa G realizāciju (plaknē, plakanu  realizāciju), ja:

1) katrai G virsotnei viennozīmīgu piekārtojams savs līnijas galapunkts, kuru arī sauksim par virsotni;

2) katrai G šķautnei viennozīmīgi piekārtojama sava konfigurācijas līnija, kuru arī sauksim par šķautni un kas savieno attiecīgās virsotnes;

3) augšminētajā veidā izlietoti visi konfigurācijas elementi
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Katra līniju konfigurācija ir kāda grafa realizācija.

Katram grafam eksistē tā plakana realizācija.

Pierādījums. Aplūkojam izliektu n-stūri ar visām diagonālēm. Tas ir Kn plakana realizācija.
Plakanu realizāciju sauc par pareizu, ja tās dažādām šķautnēm nav kopēju iekšēju punktu.

Grafu sauc par plakanu (planāru), ja tam eksistē pareiza plakana realizācija (starp citu, katram grafam eksistē pareiza telpiska realizācija).

Zināms, ka katra plaknes līniju konfigurācija sadala pārējos plaknes punktus sakarīgos apgabalos (katri divi tāda apgabala punkti ir uz nepārtrauktas līknes, kurai nav kopēju punktu ar dotās konfigurācijas punktiem). Šo apgabalu robežas veido dotās konfigurācijas līniju fragmenti.

Pareizā plakanā realizācijā katra šķautne pilnībā pieder kāda apgabala robežai, un šādu apgabalu ir ne vairāk par diviem.

Šķautne nav tiltiņš tad un tikai tad, ja pareizā plakanā realizācijā tā norobežo (pieder robežai) tieši divus apgabalus.

Pierādījums: Nepieciešamība. Nav tiltiņš ( pieder ciklam ( pieder noslēgtai konfigurācijas līknei ( punkti dažādās tās pusēs nevar piederēt vienam apgabalam.

Pietiekamība. Norobežo divus apgabalus ( atrodas uz noslēgtas konfigurācijas līnijas ( pieder ciklam.
Apzīmēsim ar fi pareizas plakanas realizācijas apgabalu skaitu, kurus norobežo cita vidū tieši i netiltiņi.
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(netiltiņu skaits)

Apzīmēsim ar f pareizas plakanas realizācijas apgabalu skaitu. Ja grafam ir kaut viens netiltiņš, tad 
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Sakarīga grafa pareizai plakanai realizācijai f-m+n=2 (n(1)(Eilera formula).

Pierādījums ar indukciju pēc m.

m=0 ( n =1 & f=1 (1-0+1=0
Lai formula ir spēkā visiem sakarīgiem (plakaniem) grafiem ar šķautņu skaitu mazāku par m. Aplūkosim tāda sakarīga grafa pareizu plakanu realizāciju, kam šķautņu skaits vienāds ar m. Ja šis grafs ir koks, tad, acīmredzot f=1 un formula spēkā triviāli. Ja tas nav koks, tad tam ir šķautne, kas nav tiltiņš. Izmetot to, iegūst sakarīgu grafu, kas arī ir plakans. Lai tā plakanās realizācijas apgabalu skaits ir f’. Tad f ’–(m-1)+n=2. Liekot tai klāt izmesto šķautni, apgabalu skaits par vienu palielinās – f=f ’+1
Plakanam grafam m(3n-6.
Ja nav tiltiņa, tad acīmredzami, pretējā gadījumā.

Pierādījums. 3m-3n+6=3f(
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Sekas. K5 nav plakans

Plakanu grafu ar maksimālo iespējamo šķautņu skaitu 3n-6 sauc par (plaknes) triangulāciju.

Katru triangulācijas apgabalu norobežo tieši 3 šķautnes.

Katram n eksistē triangulācija ar n virsotnēm.

Ja plakana grafa katru apgabalu norobežo ne mazāk kā 4 šķautnes, tad 
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Ja nav netiltiņu, tad acīmredzami, pretējā gadījumā.

Pierādījums. 
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Sekas. K3,3 nav plakans.
Plakanam grafam 
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Pierādījums. 
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